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Ce mØmoire propose l’analyse de donnØes haute frØquence sur les options DAX durant le mois
d’octobre 2001. Il se compose de trois chapitres traitant respectivement l’activitØ de cotations,
les tests d’arbitrage et la performance de di￿Ørents modŁles de surfaces de volatilitØ.
Le chapitre 1 propose dans un premier temps une prØsentation des donnØes ainsi qu’une illustra-
tion de l’actitivØ des cotations des options sur l’indice DAX. En dØterminant un proxy d’activitØ
en terme de nombre de cotations, il va mettre en Øvidence une activitØ marquØe en dØbut de
journØe et ￿ l’ouverture du marchØ amØricain. Une analyse plus ￿ne montre que les opØrateurs
traitent principalement les options proches de la monnaie dont l’ØchØance est de court et moyen
terme.
Le chapitre 2 analyse ensuite la prØsence d’opportunitØs d’arbitrage sur le marchØ. Il tente de
dØterminer si les prix cotØs sur le marchØ permettent ou non de dØgager un pro￿t certain sans
mise de fonds initiale et sans aucun risque. Les deux tests d’arbitrage proposØs, ￿ savoir le test
de la borne infØrieure de prix et le test de la relation de paritØ put-call, vont mettre en Øvidence
de trŁs faibles taux de violations. De plus, les gains d’arbitrage sont extrŒmement faibles. Ils ne
constituent pas de gains substantiels en raison des coßts structurels non nØgligeables.
Le chapitre 3 propose en￿n l’Øtude de la performance de quatre modŁles paramØtriques de surfaces
de volatilitØ. Sur une plage temps de 30 minutes, les di￿Ørentes surfaces sont calibrØes aux
volatilitØs implicites observØes sur le marchØ. La qualitØ explicative et prØvisionnelle est alors
testØe. Une Øtude de l’Øvolution des coe￿cients est Øgalement proposØe. Les rØsultats mettent
clairement en Øvidence la violation de l’hypothŁse de volatilitØ constante. Les surfaces considØrant
un smile et une structure par terme de volatilitØ donnent les meilleurs rØsultats de calibration et
de prØvision.
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t (¿2), le prix bid en t d’un future d’ØchØance ¿2.
￿ Fa
t := Fa
t (¿2), le prix ask en t d’un future d’ØchØance ¿2.
￿ Fm
t := Fm
t (¿2), le prix midpoint (milieu de fourchette de prix) en t d’un future d’ØchØance ¿2.
￿ cb
t := cb
t(¿;K), le prix bid en t d’une option call d’ØchØance ¿ et de strike K.
￿ ca
t := ca
t(¿;K), le prix ask en t d’une option call d’ØchØance ¿ et de strike K.
￿ cm
t := cm
t (¿;K), le prix midpoint en t d’une option call d’ØchØance ¿ et de strike K.
￿ pb
t := pb
t(¿;K), le prix bid en t d’une option put d’ØchØance ¿ et de strike K.
￿ pa
t := pa
t(¿;K), le prix ask en t d’une option put d’ØchØance ¿ et de strike K.
￿ pm
t := pm
t (¿;K), le prix midpoint en t d’une option put d’ØchØance ¿ et de strike K.
￿ ct := ct(¿;K), le prix thØorique d’une option call selon le modŁle de Black.
￿ pt := pt(¿;K), le prix thØorique d’une option put selon le modŁle de Black.
￿ rt := rt(¿), le taux d’intØrŒt en t valable sur une pØriode ¿.










, l’ØchØance calendaire d’un future de maturitØ T2 (T2>T).
￿ ¾bk
t := ¾bk
t (¿;K), la volatilitØ implicite en t dØrivØe du prix d’une option d’ØchØance ¿ et de
strike K par invesion du modŁle de Black.
￿ m := mt := K




Ce chapitre propose une premiŁre approche des options et futures DAX qui constituent la base des
Øtudes consacrØes aux tests d’arbitrage et aux surfaces de volatilitØ prØsentØs dans les chapitres 2
et 3. En dØ￿nissant l’activitØ du marchØ par le nombre de cotations observØes, il est alors possible
de dØcrire les caractØristiques de liquiditØ des options DAX, information utile pour les praticiens.
La section 1.2 propose un bref rappel des caractØristiques des futures et des options sur l’indice
DAX cotØs sur le marchØ Eurex c °. Les informations relatives ￿ l’ensemble des donnØes considØrØes
durant la pØriode d’observation et les taux d’intØrŒt utilisØs pour les di￿Ørentes Øvaluations sont
prØsentØs aux sections 1.3 et 1.4. La section 1.5 illustre l’intensitØ des transactions relativement
￿ l’heure de cotation. Une analyse d’activitØ est Øgalement appliquØe au strike et ￿ l’ØchØance de
l’option. En￿n, la section 1.6 prØsente la mØthodologie de sØlection du sous-jacent. Celle-ci vise
￿ tenir compte au maximum de la synchronisation des donnØes et par consØquent de l’arrivØe
de nouvelles informations. Elle introduit Øgalement la notion de valeur intrinsŁque et dØ￿nit le
concept de moneyness.
1.2 Le marchØ allemand
L’indice du marchØ allemand DAX, ou Deutscher Aktienindex, est un indice composØ des 30
plus grosses capitalisations boursiŁres allemandes. Tout comme l’indice suisse SMI, le DAX est
un indice pondØrØ par les capitalisations boursiŁres des titres le composant. Les dividendes versØs
par les sociØtØs sont rØinvestis dans l’indice : il s’agit d’un total return index. Le trading est rØalisØ
en temps rØel par le systŁme Ølectronique Xetra c ° de la bourse de Frankfort.
1Les futures FDAX cotØs sur le marchØ Eurex c ° portent sur le sous-jacent DAX. La valeur du
contrat est de 25 euros par point d’indice. La cotation se fait en points d’indice, ￿ la dØcimale
prŁs. Le mouvement minimal de prix est de 0.5 point d’indice, ce qui reprØsente donc une valeur
de 12.50 euros. Le spectre d’ØchØances comprend les trois mois les plus proches contenus dans le
cycle des mois de mars/juin/septembre/dØcembre.1 L’ØchØance a lieu le 3Łme vendredi du mois,
s’il s’agit d’un jour de trading. Dans le cas contraire, le jour d’expiration est le jour de trading
prØcØdent immØdiatement le vendredi. Le prix ￿ l’ØchØance est dØterminØ par la moyenne des
valeurs prises par l’indice DAX entre 13h21 et 13h30. Le cash settlement est basØ sur le prix
￿ l’ØchØance et est versØ le jour de trading suivant immØdiatement le dernier jour de cotation
du future. Les heures de cotations dØbutent ￿ 9h et se terminent ￿ 17h30 CET. Il n’existe pas
de limites de position sur les futures FDAX. Les marges sont constituØes d’une marge initiale
couvrant une variation donnØe du sous-jacent ainsi que d’appels/restitutions de marges quotidiens
dØterminØs par la chambre de compensation de l’Eurex c °.
Les options ODAX cotØes sur le marchØ Eurex c ° portent Øgalement sur l’indice DAX. La valeur
de contrat d’option est de 5 euros par point d’indice. La cotation des options se fait en points
d’indice, ￿ la dØcimale prŁs. Le mouvement minimal de prix est de 0.1 point, reprØsentant donc
une valeur de 0.50 euros. Les options sont de type europØen, c’est-￿-dire qu’une option ne peut
Œtre exercØe qu’￿ l’ØchØance. Les mois d’expirations sont les trois mois calendaires les plus proches,
les trois mois suivants contenus dans le cycle C ainsi que les deux mois suivants du cycle juin et
dØcembre. Les maturitØs s’Øtendent donc sur 1, 2, 3, 6, 9, 12, 18 et 24 mois. Le jour d’ØchØance est
le 3Łme vendredi du mois. Les prix d’exercices sont au nombre de 9 pour les maturitØs infØrieures ￿
6 mois, de 5 pour les maturitØs comprises entre 7 et 12 mois et de 5 pour les ØchØances comprises
entre 13 et 24 mois. Ainsi, pour chaque mois d’expiration, au moins 5 prix d’exercices sont dØ￿nis.
La graduation des prix d’exercice est de 25, 50, 100 et 200 points d’indice selon les ØchØances.
La valeur de l’indice ￿ l’ØchØance est dØ￿nie par la moyenne des valeurs prises par l’indice entre
13h21 et 13h30. Le cash settlement se fait le jour ouvrable suivant immØdiatement le dernier
jour de trading de l’option. Les cotations dØbutent ￿ 9h et se terminent ￿ 17h30. Tout comme
pour les futures FDAX, il n’existe pas de limites de position sur les options ODAX. Les marges
sont dØterminØes quotidiennement par la chambre de compensation de l’Eurex c ° sur la base des
paramŁtres dØterminØs par la mØthode risk-based margining.
1.3 Echantillon
La pØriode d’observation s’Øtend du lundi 1er octobre au vendredi 26 octobre 2001; soit 26 jours
dont 20 ouvrables. L’Øchantillon de donnØes est composØ de l’ensemble des prix bid et ask des
options et des futures sur l’indice DAX cotØs sur Eurex c ° durant cette pØriode (Tab. 1.1). La
plage d’observation journaliŁre dØbute ￿ 10h pour ￿nir ￿ 12h et reprend de 14h ￿ 17h CET. La
frØquence des cotations est de l’ordre de la seconde. Les options considØrØes sont de maturitØs
octobre, novembre, dØcembre 2001, mars, juin, septembre et dØcembre 2002, ainsi que juin 2003.
1Il s’agit du cycle C.
2L’ØchØance maximale est de 663 jours; soit la durØe sØparant le premier jour d’observation ￿
l’ØchØance des options juin 2003. Les strikes cotØs sont compris entre 2000 et 9600 points d’indice.2
Les futures sont de maturitØs dØcembre 2001, mars et juin 2002.
Options DAX Futures DAX
cotations totales 7370974 3680454
cotations calls 4150492 ¡
cotations puts 3220482 ¡
Tab. 1.1 ￿ Nombre de cotations enregistrØes sur la pØriode d’observation
Le tableau 1.1 prØsente l’Øchantillon des prix (bid+ask) de toutes les options et de tous les futures cotØs sur le marchØ Eurex c ° durant la
pØriode d’observation, soit entre le lundi 1eroctobre et le vendredi 26 octobre 2001.
1.4 Taux d’intØrŒt
Les taux d’intØrŒt utilisØs pour les di￿Ørentes Øvaluations se basent sur des taux Libor3 sur l’Euro
extraits de DataStream c °. Le spectre d’ØchØances considØrØ s’Øtend de 1 ￿ 12 mois. Ces taux sont
par convention des taux simples (actual=360).
Dans un premier temps, ces taux sont transformØs en taux simples (actual=365). Sur la base de
ces nouveaux taux, une simple structure par terme est crØØe par interpolation. Celle-ci s’Øtend
donc de 1 ￿ 12 mois. Les taux d’ØchØances infØrieures ￿ un mois sont Øgalement dØterminØs par
interpolation, cette fois entre 0 et le taux Libor 1 mois. Pour les ØchØances supØrieures ou Øgales ￿











(¿¡¿) si ¿ < 1
Rt;1 si ¿ > 1
oø Rt;¿ et Rt;¿ sont les taux Libor en t correspondant aux ØchØances standards ¿ et ¿ englobant
l’ØchØance cible ¿ (¿ 6 ¿ 6 ¿). Dans un deuxiŁme temps, le taux ˆ rt est transformØ en un taux




ln(1 + ˆ rt(¿)¿)
Le taux rt sera utilisØ par la suite pour les di￿Ørentes Øvaluations.
2L’indice DAX a valut jusqu’￿ 8000 points en 2000. Les options long terme (2 ans) Ømises ￿ l’Øpoque expliquent
donc les strikes ￿ 9600 points. Au mois de septembre 2001, l’indice DAX est descendu ￿ moins de 4000 points.
3London Interbank O￿ered Rate.
31.5 ActivitØ du marchØ
L’activitØ de trading est dØ￿nie par le nombre de cotations observØes. Il s’agit d’un proxy; les
donnØes sur les volumes exacts de transactions n’Øtant pas disponibles. Une autre mØthode pour
dØterminer prØcisØment l’activitØ du marchØ consiste ￿ observer les Øcarts entre prix bid et ask;
les petites fourchettes de prix indiquant une activitØ plus intense. Cette mØtholologie sera reprise
dans une prochaine Øtude.
Une premiŁre analyse horaire va permettre de dØ￿nir les moments de forte liquiditØ d’une jour-
nØe de trading, indiquant ainsi aux opØrateurs les moments propices ￿ la calibration de leurs
modŁles d’Øvaluation. Dans un deuxiŁme temps, l’analyse de l’intensitØ d’activitØ en fonction des
caractØristiques de l’option permettra de dØterminer quelles sont les options ￿ mŒme de contenir
le maximum d’informations relatives aux anticipations des investisseurs.
Cotations horaires
La ￿gure 1.1 dØcrit le nombre de cotations sur des intervalles de 5 minutes durant une journØe de
trading. Elle met en Øvidence une activitØ plus importante en dØbut matinØe et en ￿n de journØe.
Entre 12h et 14h, on remarque une nette diminution des cotations. Celles-ci reprennent ￿ 14h30
par une premiŁre vague d’augmentation qui diminue dØj￿ ￿ 15h. A 15h30, l’ouverture du marchØ
amØricain gØnŁre une nette progression du nombre de cotations. Celles-ci se stabilisent jusqu’￿
16h55. Les 5 derniŁres minutes de la plage d’observation font appara￿tre une nette diminution des
cotations. Il semble que malgrØ la fermeture o￿cielle des cotations ￿ 17h30, le marchØ continue
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Fig. 1.1 ￿ Evolution horaire du nombre de cotations
La ￿gure 1.1 prØsente le nombre total de cotations observØes sur des intervalles de 5 minutes, pour l’ensemble des options sur indice DAX et
ceci sur la totalitØ de la pØriode d’observation.
4Strike et ØchØance
L’analyse d’activitØ par rapport aux caractØristiques de l’option met en Øvidence une activitØ
de cotations ØlevØe pour les options de faibles et moyennes ØchØances (ØchØance infØrieure ￿
180 jours). Les strikes les plus liquides sont ceux dont la valeur est proche du prix de l’indice
sous-jacent, c’est ￿ dire proche de la monnaie. La notion de proximitØ entre strike et prix du
sous-jacent ainsi que l’Øtude d’activitØ relativement aux caractØristiques des options sont reprises
de maniŁre dØtaillØe ￿ la section 1.6.
1.6 SØlection et ajustement du sous-jacent
Les prix qui composent l’Øchantillon brut de donnØes sont des cotations d’options sur indice. Or la
mØthodologie d’Øvaluation des options retenue se base sur le modŁle de Black [9], en l’occurence
l’Øvaluation d’options sur futures. Les futures et les options sur l’indice DAX Øtant cotØs sur le
mŒme marchØ, en temps quasi continu, les nouvelles informations sont intØgrØes instantanØment
dans les prix des futures et des options. Toutefois, le fait de considØrer les futures comme sous-
jacents plut￿t que l’indice lui-mŒme pose un problŁme de sur- ou sous-Øvaluation si les ØchØances
des options et des futures ne co￿ncident pas. Ce biais d’Øvaluation n’est pas nØgligeable.
Une option sur future d’indice a thØoriquement le mŒme prix qu’une option sur indice lorsque les
maturitØs du future et de l’option sont les mŒmes. La comparaison est donc consistante pour les
maturitØs existantes ￿ la fois pour les futures et les options. Cependant, pour une date donnØe,
le nombre de maturitØs disponibles pour les options est de 8 alors qu’il n’est que de 3 pour
les futures. Sur la pØriode d’observation, les di￿Ørences d’ØchØances apparaissent pour les mois
d’octobre et novembre 2001, septembre et dØcembre 2002 et juin 2003. Pour parvenir ￿ une
Øvaluation correcte, un future ajustØ a donc ØtØ dØ￿ni. En considØrant une maturitØ T d’une
option, le future d’ØchØance la plus proche possible (Øgale ou supØrieure) et cotØ prØcØdØmment
sur le marchØ est sØlectionnØ. Un prix de future ajustØ est ensuite dØ￿ni en actualisant le future
sØlectionnØ au taux forward sur la pØriode di￿Ørentielle (ØchØance du future et ØchØance de
l’option). Dans le cas d’un prix ask, ce future ajustØ, Fa
t (¿), est donnØ par
Fa
t (¿) := e(rt(¿)¿¡rt(¿2)¿2)Fa
t (¿2)
ou rt(¿) et rt(¿2) sont les taux spots en t valables pour une durØe ¿, respectivement ¿2. Par la
suite, le prix de l’option sera ØvaluØ sur la base du prix du future ajustØ et pourra ainsi Œtre
comparØ aux prix du marchØ sans biais de sous- ou sur-Øvaluation. Dans le cas oø les maturitØs
d’options existent Øgalement pour les futures, le facteur d’actualisation vaut 1 et n’a aucun
impact sur le prix du marchØ; c’est notamment le cas pour les ØchØances dØcembre 2001, mars
et juin 2002.
On remarque que cette mØthodologie de sØlection possŁde un dØsavantage. Elle Ølimine de l’Øchan-
tillon toutes les options dont l’ØchØance est lointaine car il n’existe alors pas de futures d’ØchØance
5supØrieure pouvant Œtre sØlectionnØs. L’Øchantillon ainsi constituØ ne possŁde plus d’option long
terme. L’ØchØance maximale est ￿ prØsent de 263 jours. Elle correspond ￿ la di￿Ørence entre le
premier jour d’observation et la maturitØ des futures de maturitØ juin 2002.4
Moneyness et ØchØance
Le future sous-jacent sØlectionnØ selon la mØthodologie 1.6 permet dØsormais de considØrer la
notion de moneyness. Ce concept est introduit pour quanti￿er l’Øcart entre le prix du sous-jacent
et le strike (valeur intrinsŁque). Soit une option de strike K sur le sous-jacent Ft, le moneyness





Le fait de considØrer le moneyness mt plut￿t que le strike K permet de se placer dans un repŁre
qui Øvolue avec le prix du sous-jacent. Pour mt=1, les options sont dites ￿ la monnaie ou at-the-
money (ATM). Les options calls sont dites en dehors de la monnaie ou out-of-the-money (OTM)
lorsque mt>1 (dans ce cas, les options puts sont dites dans la monnaie ou in-the-money (ITM)).
Pour mt<1 les options calls sont ITM et les options puts OTM.
La ￿gure 1.6 a) prØsente l’activitØ de cotations relativement ￿ l’ØchØance et au moneyness des
options. Elle met en Øvidence les di￿Ørentes bandes d’activitØ de cotations correspondantes aux
di￿Ørentes ØchØances des options. Le premier bloc de gauche correspond aux ØchØances entre 1
et 3 mois. Les deux bandes suivantes correspondent aux ØchØances mars et juin 2002. L’activitØ
de trading est importante pour les options proches de la monnaie (0:8 6 mt 61.2) d’ØchØance
infØrieure ￿ 180 jours. Les ￿gures 1.6 b) et 1.6 c) montrent clairement que les options calls et
puts liquides sont des options proches de la monnaie et en dehors de la monnaie. Ces options
ATM et OTM sont fortement ØchangØes car leur valeur intrinsŁque est faible relativement ￿
leur valeur spØculative. MalgrØ cette activitØ centrØe, on remarque un nombre non nØgligeable
de cotations pour les calls ITM d’ØchØance 60 jours. L’activitØ sur les options puts ITM est
Øgalement marquØe pour des ØchØances comprises entre 50 et 100 jours.
4Entre le 01.10.2001 et le 21.06.2002.









Fig. 1.6 a) Total des cotations
La ￿gure 1.6 a) prØsente les niveaux de cotations pour les options
DAX sur l’ensemble de l’Øchantillon, en fonction de leur ØchØance et
de leur moneyness mt =K=Ft. La ￿gure b) (respectivement c))
prØsente les rØsultats pour les options calls (respectivement puts).
Les graphiques sont obtenus par interpolation bivariØe sur les
mesures e￿ectuØes. Les zones les plus foncØes indiquent les niveaux
d’activitØ les plus ØlevØs.








Fig. 1.6 b) Cotations calls








Fig. 1.6 c) Cotations puts
1.7 Conclusion
Ce chapitre a prØsentØ les donnØes utilisØes dans le cadre de l’Øtude des tests d’arbitrage et des
surfaces de volatilitØs des chapitres 2 et 3. La mØthode de sØlection du sous-jacent, en l’occurence
le future ajustØ, vise ￿ tenir compte au maximum de la synchronisation des donnØes, Øvitant les
biais de non-simultanØitØ entre options et indice. Ce chapitre a Øgalement permis de mettre en
Øvidence une activitØ de cotation importante en dØbut de matinØe et ￿ l’ouverture du marchØ
7amØricain. Une analyse ØchØance-moneyness a montrØ que les options les plus liquides sont en




Plusieurs Øtudes empiriques ont testØ la prØsence d’opportunitØs d’arbitrage sur les marchØs
d’options. Certains de ces tests se sont basØs sur des modŁles thØoriques comme ceux de Black
et Scholes [11], Black [9] ou encore Cox-Ross-Rubinstein [18]. D’autres, sans faire appel ￿ des
modŁles d’Øvaluation, ont simplement testØ les relations entre les prix du marchØ. Ils ont cherchØ
￿ dØterminer si la prise d’une position permet de dØgager un pro￿t certain, sans risque et sans
mise de fond initiale. La relation de paritØ put-call et la relation de box spread1 sont des relations
entre prix d’options dØcoulant de telles considØrations.
Les tests entrepris par Evnine et Rudd [25] sur des donnØes intra-journaliŁres de 1984 mettent
en Øvidence de nombreuses violations sur les bornes de prix et sur la relation de paritØ pour les
options sur les indices S&P100 et Major Market Index.2 Chance [15] teste la relation de paritØ
ainsi que la relation de box spread pour les options sur l’indice S&P100 pour le premier trimestre
1984. Les rØsultats montrent un taux de violations de 30% pour la relation de paritØ et de 5%
pour la relation de box spread. Cet Øcart de pourcentatge est expliquØ en partie par l’absence
de biais d’asynchronisme entre options et indice; la relation de box spread ne nØcessitant pas
de position sur l’indice. Les Øtudes de Loudon [35] et Taylor [42] testent la relation de paritØ
put-call sur le marchØ australien. Taylor traite la pØriode 1982-1989 en se basant sur des prix
mensuels. Il met en Øvidence des taux de violations de l’ordre de 16%. Loudon considŁre les
prix du Register of Sales Records pour l’annØe 1985. Il met en Øvidence un taux de violations
de prŁs de 30%. En 1992, Brown et Easton [13] reprennent les Øtudes de Taylor et Loudon pour
l’annØe 1982 en utilisant cette fois des prix de cl￿ture journaliers. Ils con￿rment les rØsultats
de Loudon en mettant en Øvidence un taux de violations de l’ordre de 29%. Plus rØcemment,
1La relation de box spread est dØ￿nie comme une combiaison d’un call spread et d’un put spread.
2Indice mesurant la performance des 20 plus importantes capitalisations boursiŁres du marchØ amØricain.
9une Øtude de Ackert et Tian [2] examine les opportunitØs d’arbitrage du marchØ des options sur
l’indice S&P500. Celle-ci teste notamment la relation de box spread. Les rØsultats mettent en
Øvidence un pourcentage de violations d’environ 22%. Sur le marchØ suisse, Chesney, Gibson et
LoubergØ [16] testent les bornes infØrieures de prix ainsi que la relation de paritØ pour les options
de type europØen sur la pØriode 1989-1990. Leurs rØsultats mettent en Øvidence la prØsence de
violations, mŒme en utilisant des donnØes intra-journaliŁres. Le taux de violations de la relation
de paritØ put-call est d’environ 18% pour les donnØes journaliŁres et de 32% pour les donnØes
intra-journaliŁres. Toutefois, les opportunitØs sont signi￿cativement rØduites lorsque les coßts
de transactions sont pris en compte. Elle atteignent alors 2.5% et respectivement 12.5%. Les
opportunitØs plus ØlevØes dans le cadre intra-journalier sont expliquØes par le manque de liquiditØ
du marchØ.
Les Øtudes empiriques entreprises sur les di￿Ørents marchØs d’options sur indices indiquent que
le relation de paritØ est frØquemment violØe et que les options sont souvent mal ØvaluØes rela-
tivement aux prix donnØs par les modŁles thØoriques. Toutefois, ces violations n’indiquent pas
pour autant une ine￿cience du marchØ. Il est en e￿et possible que les arbitrages ne puissent se
faire ￿ des coßts bas. C’est notamment le cas pour des options sur indices oø il n’existe pas de
futures.3 Ainsi pour rØaliser l’arbitrage, la prise de position sur l’indice nØcessite la composition
d’un portefeuille de rØplique pouvant engendrer de nombreux frais et coßts de transactions. Les
di￿Ørents rØsultats sont de plus trŁs sensibles ￿ la mØthodologie employØe. Il semble bien que le
problŁme de synchronisation des donnØes utilisØes constitue l’explication majeure de la prØsence
de telles violations; l’utilisation de prix mensuels ou mŒme journaliers ne constituent pas une
base solide pour les tests d’arbitrage. D’autres erreurs mØthodologiques sont ￿ mŒme d’expli-
quer ces forts pourcentages de violations. Ackert et Tian expliquent, par exemple, que les tests
d’Evnine et Rudd se basent sur des conditions d’arbitrage propres aux options europØennes alors
qu’ils testent des options amØricaines. Du fait d’un exercice anticipØ, les relations de prix ne
sont pas vØri￿Øes pour les options amØricaines. En 1995, une Øtude de Kamara et Miller [34] sur
les options de l’indice S&P500, de type europØen cette fois, met en Øvidence un nombre moins
consØquent de violations.
La suite de ce chapitre prØsente une Øtude des opportunitØs d’arbitrage sur le marchØ des options
sur l’indice DAX. Les tests se basent sur les bornes infØrieures de prix d’options et sur la relation
de paritØ put-call. Pour Øliminer les biais de synchronisation, la mØthodologie considŁre le future
sur indice comme sous-jacent; les cotations bid-ask des options et des futures se dØroulant sur le
mŒme marchØ en temps quasi continu, l’information est instantanØment intØgrØe dans les deux
instruments. Les rØsultats des di￿Ørents tests d’arbitrage mettent en Øvidence de trŁs faibles taux
de violations. Les violations des bornes infØrieures sont de l’ordre de 0.015%. Pour la relation
de paritØ, ces violations se situent aux environs de 2%. De plus, les gains potentiels d’arbitrage
observØs sont de l’ordre de 2 points d’indice. Ils ne constituent pas de gains substantiels.
Le chapitre est organisØ de la maniŁre suivante : Les sections 2.2 et 2.3 dØrivent les conditions de
3C’est le cas dans l’Øtude de Chesney, Gibson et LoubergØ [16]. Dans la premiŁre partie de leur Øtude aucun
future sur le SMI n’existait. En novembre 1990, les futures sur l’indice SMI furent ØchangØs pour la premiŁre fois.
10non-arbitrage sur les bornes infØrieures et sur la relation de paritØ put-call en tenant compte du
bid-ask spread. La section 2.4 prØsente les rØsultats empiriques. La section 2.5 prØsente les erreurs
d’Øvaluation potentielles liØes ￿ la mØthodologie utilisØe. La conclusion donnØe ￿ la section 2.6
reprend les di￿Ørents rØsultats et dØtermine l’intØrŒt Øconomique de tels arbitrages.
2.2 Bornes infØrieures de prix d’options
Option call
Soit ct le prix en t d’une option call sur future d’indice Ft, d’ØchØance ¿ et de strike K. La borne
infØrieure thØorique du prix du call est donnØe par
e¡r¿(Ft¡K)+ 6 ct (2.1)
oø (¢)+ := max(¢;0) le prix d’une option ne pouvant Œtre nØgatif. La construction d’un porte-
feuille d’arbitrage adØquat (Tab. 2.1) permet de retranscrire l’expression (2.1) en tenant compte
du bid-ask spread. Le payo￿ en T de ce portefeuille est positif ou nul dans tous les Øtats de
la nature. Sa valeur en t, °c, en l’absence d’opportunitØ d’arbitrage, doit donc Œtre positive ou
nulle. On en dØduit donc que
°c := ca
t + e¡r¿(K¡Fb
t ) > 0
)
non nØgatif e¡r¿(Fb
t ¡K)+ 6 ca
t (2.2)
Payo￿ en T
t FT >K FT =K FT <K
Achat call ca
t FT ¡K 0 0









DØp￿t de cash e¡r¿K K K K
Total °c 0 0 K¡FT >0
Tab. 2.1 ￿ Construction du portefeuille d’arbitrage °c
Le tableau 2.1 prØsente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dØriver la bornes infØrieure de prix d’une option call. Le
payo￿ Øtant positif ou nul, la valeur du portefeuille en t se doit d’Œtre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le prix FT est un prix de
clotßre ￿ la date T d’ØchØance de l’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que l’ØchØance du future peut Œtre supØrieure
ou Øgale ￿ celle de l’option considØrØe.




t > 0 (2.3)
et gain d’arbitrage de °c+ points d’indice.
11Option put
Soit pt le prix en t d’une option put sur future d’indice Ft, d’ØchØance ¿ et de strike K. La borne
infØrieure thØorique du prix du put est donnØe par
e¡r¿(K¡Ft)+ 6 pt (2.4)
L￿ encore, la construction d’un portefeuille d’arbitrage adØquat (Tab. 2.2) permet de retranscrire
l’expression (2.4) en tenant compte du bid-ask spread. Le payo￿ en T de ce portefeuille est positif
ou nul dans tous les Øtats de la nature. Sa valeur en t, °p, en l’absence d’opportunitØ d’arbitrage,
doit Œtre positive ou nulle. On en dØduit
°p := pa
t + e¡r¿(Fa
t ¡K) > 0
)
non nØgatif e¡r¿(K¡Fa
t )+ 6 pa
t (2.5)
Payo￿ en T
t FT >K FT =K FT <K
Achat put pa
t 0 0 K¡FT









Emprunt de cash ¡e¡r¿K ¡K ¡K ¡K
Total °p FT ¡K>0 0 0
Tab. 2.2 ￿ Construction du portefeuille d’arbitrage °p
Le tableau 2.2 prØsente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dØriver la borne infØrieure de prix d’une option put. Le payo￿
Øtant positif ou nul, la valeur du portefeuille en t se doit d’Œtre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le prix FT est un prix de clotßre ￿ la
date T d’ØchØance de l’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que l’ØchØance du future peut Œtre supØrieure ou Øgale ￿
celle de l’option considØrØe.
L’expression (2.5) dØ￿nit la borne infØrieure du prix d’une option put. Il y a violation lorsque
°p+ := e¡r¿(K¡Fa
t )+¡pa
t > 0 (2.6)
pour un gain d’arbitrage de °p+ points d’indice.
122.3 Relation de paritØ put-call
Soit ct et pt deux options ØvaluØes en t, de maturitØ ¿ et de strike K sur le mŒme future sous-jacent
Ft. La relation de paritØ put-call est dØ￿nie par
e¡r¿(Ft¡K) = ct¡pt (2.7)
La construction de portefeuilles d’arbitrage adØquats (Tab. 2.3 et Tab. 2.4) permet de traduire
l’expression (2.7) en deux inØgalitØs en tenant compte du bid-ask spread.
Cas no.1
Dans tous les Øtats de la nature, la valeur du portefeuille d’arbitrage (Tab. 2.3) est nulle en T.




t ) > 0 (2.8)
Payo￿ en T
t FT >K FT =K FT <K
Achat call ca
t FT ¡K 0 0
Vente put ¡pb
t 0 0 FT ¡K









DØp￿t de cash e¡r¿K K K K
Total °1 0 0 0
Tab. 2.3 ￿ Construction du portefeuille d’arbitrage °1
Le tableau 2.3 prØsente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dØriver le premier cas de la paritØ put-call en tenant compte
du spread de prix. Le payo￿ de ce portefeuille est nul ; la valeur du portefeuille en t se doit d’Œtre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le
prix FT est un prix de clotßre ￿ la date T d’ØchØance de l’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que l’ØchØance du
future peut Œtre supØrieure ou Øgale ￿ celle de l’option considØrØe.
Il y a violation de la paritØ put-call lorsque °1<0 et gain d’arbitrage de j°1j points d’indice.
Cas no.2
Dans tous les Øtats de la nature, la valeur du portefeuille d’arbitrage (Tab. 2.4) est nulle en T.




t ¡K) > 0 (2.9)
13Payo￿ en T
t FT >K FT =K FT <K
Vente call ¡cb
t K¡FT 0 0
Achat put pa
t 0 0 K¡FT









Emprunt de cash ¡e¡r¿K ¡K ¡K ¡K
Total °2 0 0 0
Tab. 2.4 ￿ Construction du portefeuille d’arbitrage °2
Le tableau 2.4 prØsente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dØriver le second cas de la paritØ put-call en tenant compte
du spread de prix. Le payo￿ de ce portefeuille est nul ; la valeur du portefeuille en t se doit d’Œtre positive ou nulle sous peine d’arbitrage. Le
prix FT est un prix de clotßre ￿ la date T d’ØchØance de l’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que l’ØchØance du
future peut Œtre supØrieure ou Øgale ￿ celle de l’option considØrØe.
Il y a violation de la paritØ put-call lorsque °2<0 et gain d’arbitrage de j°2j points d’indice.
2.4 RØsultats empiriques
Les tests des bornes infØrieures de prix et de la relation de paritØ ont ØtØ appliquØ aux cotations
des options DAX observØes sur la pØriode du 1er au 26 octobre 2001. Pour Øliminer au maximum
le problŁme de synchronisation des donnØes, deux sØlections distinctes de futures sous-jacents
ont ØtØ faites, selon les tests d’arbitrage e￿ectuØs.
En ce qui concerne les tests des bornes infØrieures (2.2 et 2.5), les futures intØgrØs dans les tests
sont les cotations sØlectionnØes conformØment ￿ la mØthodologie de la section 1.6. Il s’agit donc
de la cotation du future DAX de maturitØ supØrieure ou Øgale ￿ l’option qui prØcŁde directement
la cotation de l’option. Ce future est ensuite ajustØ si sa maturitØ n’est pas la mŒme que la
maturitØ de l’option.
Dans le cas de la paritØ put-call, du fait de l’utilisation d’options calls et puts de mŒmes carac-
tØristiques, la mØthodologie de test est di￿Ørente. Chaque jour d’observation est fragementØ en
crØnaux horaires d’une durØe de 5 minutes. Sur les 60 intervalles ainsi dØ￿nis, on considŁre les
derniers prix cotØs des options calls et puts de mŒmes caractØristiques. Le future sØlectionnØ est
cette fois le dernier prix cotØ ￿ l’intØrieur de l’intervalle. Tout comme pour le test des bornes
infØrieures, il doit Œtre de maturitØ supØrieure ou Øgale ￿ l’option. Il est ensuite ajustØ si sa ma-
turitØ est di￿Ørente de celle de l’option. Les tests de la relation de paritØ put-call (2.8 et 2.9) sont
alors appliquØs aux 16’348 observations de l’Øchantillon ainsi crØØ (Tab. 2.6).
142.4.1 Analyse globale
Les rØsultats sur les bornes infØrieures mettent en Øvidence une violation globale de l’ordre
de 0.075% des cotations. Sur la totalitØ des cotations de calls, les violations °c+ s’ØlŁvent ￿
0.011%. Les cotations des puts prØsentent un taux de violations °p+ de 0.158%. Concernant les
violations de la relation de paritØ, les pourcentages sont lØgŁrement supØrieurs. Sur la totalitØ des
observations, les proportions d’opportunitØs d’arbitrage sont de l’ordre de 1.95%. La majoritØ
des violations s’observe pour °2, avec des proportions de d’ordre de 1.43%, contre 0.52% pour °1.
nb %
taille Øchantillon 7060846 100
nb calls 3990547 56
nb puts 3070299 44
violations totales 532 0:075
violations °c+ 44 0:011
violations °p+ 488 0:158
Tab. 2.5 ￿ Bornes infØrieures
nb %
taille Øchantillon 160348 100
violations totales 320 1:957
violations °1 85 0:520
violations °2 235 1:437
Tab. 2.6 ￿ Relation de paritØ
Le tableau 2.5 prØsente l’Øchantillon du test des bornes infØrieures de prix, ainsi que les rØsultats globaux relatifs aux violations °c+ et
°p+. La colonne nb indique le nombre absolu d’observations et de violations. La colonne % indique le pourcentage relativement au total. Les
pourcentages °c+ et °p+ sont donnØs relativement au nombre de calls et de puts.
Le tableau 2.6 prØsente l’Øchantillon du test de la relation de paritØ, ainsi que les rØsultats globaux relatifs aux violations °1 et °2. L’Øchantillon
est crØØ sur la base de prix de cl￿ture dØ￿nis pour les 60 intervalles horaires de la journØe de trading (intervalles de 5 minutes entre 10-12h et
14-17h). La colonne % indique le pourcentages de violations relativement ￿ la taille de l’Øchantillon.
Ces premiers rØsultats mettent en Øvidence de trŁs faibles proportions d’opportunitØs d’arbitrage
liØes aux bornes infØrieures de prix et ￿ la relation de paritØ put-call. Une typologie des violations
observØes ainsi qu’une analyse des gains potentiellement rØalisables pourra donner une informa-
tion plus prØcise quant ￿ leur l’origine. Une analyse relative au moneyness et ￿ l’ØchØance des
options arbitrables est donc proposØe.
2.4.2 Analyse ØchØance-moneyness
La typologie des violations va permettre de dØ￿nir les zones de moneyness et d’ØchØance qui
dØgagent les plus forts taux d’opportunitØs d’arbitrage. Outre les pourcentages, elle donne Øga-
lement une indication des pro￿ts potentiels rØalisables. L’analyse traite sØparØment les cas d’ar-
bitrage sur la borne infØrieure et les cas d’arbitrage sur la relation de paritØ put-call.
15Borne infØrieure, violations °c+ et °p+
Les tableaux 2.7 et 2.8 dØcrivent les violations des bornes infØrieures par intervalles de moneyness
et d’ØchØances. La distribution des violations relativement au moneyness montre clairement que
celles-ci apparaissent uniquement pour des options ITM; on distingue clairement la distribution
en diagonale dans le tableau. Les plus fortes proportions apparaissent pour des options puts
dont le moneyness est supØrieur ￿ 1.15, donc clairement dans la monnaie. Cette zone met en
Øvidence 453 violations, soit 3% des options cotØes dans cet intervalle de moneyness. Les gains
moyens rØalisØs sur l’ensemble des moneyness sont signi￿cativement positifs; ils sont toutefois
trŁs faibles, de l’ordre de 1.5 points d’indice. Aucune tranche ne met en Øvidence une moyenne
excØdentaire. La borne des options calls est moins frØquemment violØe. On remaque toutefois la
prØsence de 39 violations groupØes dans la zone de moneyess 0.9-0.95.
Au niveau de l’ØchØance, les violations apparaissent pour des options dont l’ØchØance est infØrieure
￿ 20 jours. La faible valeur spØculative des options de courte ØchØance est susceptible d’expliquer
la prØsence d’opportunitØs d’arbitrage. La borne des options calls est violØe en quasi totalitØ le
jour mŒme de l’ØchØance. Pour les options puts, 389 violations sont observØes pour les ØchØances
court terme, ce qui reprØsente 2% des options puts cotØes. Les gains par tranches d’ØchØances
n’excŁdent pas les 2.96 points d’indice; les violations sur les options long terme dØgagent des
gains lØgŁrement supØrieurs, de l’ordre de 2.3 points en moyenne. On peut remarquer toutefois
la prØsence d’une violation °c+ dØgageant un gain clairement supØrieur, d’une valeur de 25.67
points d’indice. Il s’agit cependant d’un cas isolØ.
violations °c+ violations °p+
mt n % Σ ¹ ¾ tobs n % Σ ¹ ¾ tobs
<0:80 2 0:06 4:31 2:15 0:11 28:06¤ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡
0:80¡0:85 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡
0:85¡0:90 1 0:01 1:26 1:26 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡
0:90¡0:95 39 0:10 65:85 1:69 4:03 2:61¤ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡
0:95¡1:00 2 0:00 4:61 2:31 2:48 1:32 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡
1:00¡1:05 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 13 0:03 15:67 1:21 1:37 3:18¤
1:05¡1:10 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 16 0:10 28:18 1:76 1:39 5:06¤
1:10¡1:15 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 6 0:06 3:99 0:67 0:50 3:28¤
1:15¡1:20 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 88 1:18 132:90 1:51 1:07 13:20¤
>1:20 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 365 1:80 557:78 1:53 1:49 19:65¤
Total 44 0:01 76:04 1:73 3:81 3:00¤ 488 0:16 738:53 1:51 1:41 23:77¤
Tab. 2.7 ￿ Violations °c+ et °p+ sur les options DAX par intervalles de moneyness
Le tableau 2.7 prØsente les statistiques de violations des bornes infØrieures de prix relativement au moneyness mt = K= Ft. La mesure n
indique le nombre absolu de violations observØes. Le nombre relatif indiquØ par le % est un pourcentage donnØ relativement au nombre total
de cotations observØes dans l’intervalle de moneyness considØrØ. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est infØrieure ￿ 0.01%. La somme
Σ, la moyenne ¹ ainsi l’Øcart-type ¾ des gains d’arbitrage observØs sont donnØs en points d’indice. Un test d’hypothŁse de la positivitØ de la
moyenne est e￿ectuØ (tobs = ¹
p
n=¾). Le signe * indique que ce test est signi￿catif ￿ 5%.
16violations °c+ violations °p+
¿ n % Σ ¹ ¾ tobs n % Σ ¹ ¾ tobs
0 41 1:29 46:88 1:14 0:98 7:48¤ 21 0:49 32:49 1:55 1:27 5:57¤
1¡5 1 0:01 1:26 1:26 ¡ ¡ 22 0:10 19:86 0:90 1:08 3:92¤
6¡10 1 0:00 25:67 25:67 ¡ ¡ 202 1:01 236:06 1:17 1:21 13:78¤
11¡20 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 144 0:43 222:89 1:55 1:03 18:12¤
21¡50 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 6 0:01 9:67 1:61 1:76 2:24¤
51¡100 1 0:00 2:23 2:23 ¡ ¡ 51 0:05 104:74 2:05 2:27 6:46¤
101¡200 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 2 0:01 5:93 2:96 3:53 1:19
>200 ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ 40 0:55 106:89 2:67 1:37 12:32¤
Total 44 0:01 76:04 1:73 3:81 3:00¤ 488 0:16 738:53 1:51 1:41 23:77¤
Tab. 2.8 ￿ Violations °c+ et °p+ sur les options DAX par intervalles d’ØchØances
Le tableau 2.8 prØsente les statistiques de violations des bornes infØrieures de prix relativement ￿ l’ØchØance (jours) de l’option ¿. La mesure n
indique le nombre absolu de violations observØes. Le nombre relatif indiquØ par le % est un pourcentage donnØ relativement au nombre total
de cotations observØes dans l’intervalle d’ØchØance considØrØ. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est infØrieure ￿ 0.01%. La somme Σ,
la moyenne ¹ ainsi l’Øcart-type ¾ des gains d’arbitrage observØs sont donnØs en points d’indice. Un test d’hypothŁse de la positivitØ de la
moyenne est e￿ectuØ (tobs = ¹
p
n=¾). Le signe * indique que ce test est signi￿catif ￿ 5%.
Relation de paritØ put-call, violations °1 et °2
Les tableaux 2.9 et 2.10 prØsentent les rØsultats des violations de la relation de paritØ put-call par
intervalles de moneyness et d’ØchØances. Une premiŁre analyse du nombre absolu de violations
relativement au moneyness montre que celles-ci se prØsentent pour des options proches de la
monnaie. Mais en rapportant ce nombre absolu d’arbitrage au nombre d’observations contenues
par tranches de moneyness, le rØsultat s’inverse et devient analogue au rØsultat sur les bornes
infØrieures. L￿ encore, il semble que les zones de moindre liquiditØ mettent en Øvidence de plus
forts taux de violations. Les violations sont de l’ordre de 1.3% ￿ 4.49% pour les observations
dont le moneyness est infØrieur ￿ 0.9. Pour les moneyness plus ØlevØs, ces proportions sont
de 0.73% ￿ 2.99%; le nombre d’observations est toutefois moindre. Tout comme les violations
de bornes infØrieures, le gains moyens sont signi￿catifs. Les pro￿ts potentiels sont lØgŁrement
supØrieurs; ils sont de l’ordre de 4.63 points pour °1 et de 3.24 points pour °2. La distribution
des gains relativement aux zones de moneyness ne fait pas appara￿tre de zone particuliŁrement
plus intØressante. On remarque dans le cas de la violation °1, deux moyennes de gains nettement
supØrieures, pour les zones de moneyness 1.05-1.10 et infØrieures ￿ 0.8. Toutefois, le nombre de
violations est extrŒmement faible. Il s’agit de cas isolØs.
L’analyse des violations relativement ￿ l’ØchØance de l’option montre une dispersion plus impor-
tante que pour les violations des bornes infØrieures. Il semble que les pourcentages de violations
les plus importants apparaissent cette fois pour des ØchØances infØrieures ￿ 50 jours. Il n’appara￿t
pas de zone d’ØchØances dØgagant un pro￿t potentiel supØrieur, tant sur °1 que sur °2.
17violations °1 violations °2
mt n % Σ ¹ ¾ tobs n % Σ ¹ ¾ tobs
<0:80 3 3:75 32:41 10:80 7:61 2:46¤ 3 3:75 4:83 1:61 1:44 1:93
0:80¡0:85 4 1:50 4:88 1:22 0:71 3:42¤ 12 4:49 37:20 3:10 2:12 5:07¤
0:85¡0:90 10 1:33 22:48 2:25 1:66 4:28¤ 10 1:33 37:50 3:75 5:82 2:04¤
0:90¡0:95 21 0:91 73:94 3:52 3:10 5:21¤ 31 1:35 151:61 4:89 7:10 3:83¤
0:95¡1:00 19 0:32 39:08 2:06 2:07 4:34¤ 80 1:36 181:35 2:27 3:34 6:08¤
1:00¡1:05 10 0:21 23:93 2:39 2:33 3:25¤ 52 1:08 124:45 2:39 2:98 5:78¤
1:05¡1:10 9 0:57 186:34 20:70 23:02 2:70¤ 30 1:90 174:97 5:83 4:71 6:78¤
1:10¡1:15 4 1:00 2:09 0:52 0:38 2:74¤ 12 2:99 45:05 3:75 5:16 2:52¤
1:15¡1:20 4 2:88 6:38 1:59 1:78 1:79 3 2:16 3:69 1:23 1:05 2:02
>1:20 1 0:73 2:00 2:00 ¡ ¡ 2 1:46 1:08 0:54 0:02 30:74¤
Total 85 0:52 393:53 4:63 9:49 4:50¤ 235 1:43 761:72 3:24 4:43 11:23¤
Tab. 2.9 ￿ Violations °1 et °2 sur les options DAX par intervalles de moneyness
Le tableau 2.9 prØsente les statistiques de violations de la relation de paritØ relativement au moneyness mt =K= Ft des options. La mesure n
indique le nombre absolu de violations observØes. Le nombre relatif indiquØ par le % est un pourcentage donnØ relativement au nombre total
de cotations observØes dans l’intervalle de moneyness considØrØ. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est infØrieure ￿ 0.01%. La somme
Σ, la moyenne ¹ ainsi l’Øcart-type ¾ des gains d’arbitrage observØs sont donnØs en points d’indice. Un test d’hypothŁse de la positivitØ de la
moyenne est e￿ectuØ (tobs = ¹
p
n=¾). Le signe * indique que ce test est signi￿catif ￿ 5%.
violations °1 violations °2
¿ n % Σ ¹ ¾ tobs n % Σ ¹ ¾ tobs
0 1 0:82 0:69 0:69 ¡ ¡ 4 3:28 27:82 6:96 2:41 5:78¤
1¡5 9 0:70 36:93 4:10 5:59 2:20 14 1:08 31:92 2:28 3:65 2:34¤
6¡10 5 0:40 12:96 2:59 1:61 3:61¤ 62 4:96 127:02 2:05 2:88 5:60¤
11¡20 7 0:30 18:31 2:62 2:30 3:00¤ 75 3:25 184:79 2:46 3:03 7:03¤
21¡50 25 0:72 218:24 8:73 16:21 2:69¤ 47 1:36 186:94 3:98 4:33 6:30¤
51¡100 28 0:48 92:64 3:31 3:39 5:17¤ 28 0:48 194:39 6:94 7:96 4:62¤
101¡200 7 0:41 8:54 1:22 1:20 2:70¤ 4 0:24 8:29 2:07 1:95 2:13¤
>200 3 0:80 5:22 1:74 1:78 1:69 1 0:27 0:56 0:56 ¡ ¡
Total 85 0:52 393:53 4:63 9:49 4:50¤ 235 1:43 761:72 3:24 4:43 11:23¤
Tab. 2.10 ￿ Violations °1 et °2 sur les options DAX par intervalles d’ØchØances
Le tableau 2.10 prØsente les statistiques de violations de la relation de paritØ relativement ￿ l’ØchØance ¿ (jours) des options call et put. La
mesure n indique le nombre absolu de violations observØes. Le nombre relatif indiquØ par le % est un pourcentage donnØ relativement au
nombre total de cotations observØes dans l’intervalle d’ØchØance considØrØ. La valeur 0.00 indique que le pourcentage est infØrieure ￿ 0.01%. La
somme Σ, la moyenne ¹ ainsi l’Øcart-type ¾ des gains d’arbitrage observØs sont donnØs en points d’indice. Un test d’hypothŁse de la positivitØ
de la moyenne est e￿ectuØ (tobs = ¹
p
n=¾). Le signe * indique que ce test est signi￿catif ￿ 5%.
2.5 Robustesse
Les rØsultats d’arbitrage mettent en Øvidence une majoritØ de violations °p+ et °2. Cette dis-
tribution de violations est expliquØe en partie par la construction du future ajustØ. En e￿et,
l’actualisation a ØtØ faite sans tenir compte des dividendes versØs en ￿n d’annØe. Le future ajustØ
18est par consØquent meilleur marchØ; les bornes (2.5) et (2.9) auront donc tendance ￿ Œtre plus
frØquemment violØes relativement aux bornes (2.2) et (2.8). L’analyse des violations relativement
￿ l’Øcart entre l’ØchØance des futures et des l’option con￿rme cette hypothŁse. La totalitØ des vio-
lations lorsque le future est ajustØ est de 0.261% pour les bornes infØrieures de prix et de 3.59%
pour la relation de paritØ put-call. Dans les cas oø les maturitØs entre options et futures sont
identiques, ces taux de violations sont de 0.026% pour les bornes infØrieures de prix et de 0.912%
pour la relation de paritØ. Pour palier ￿ cette sous-Øvaluation du future ajustØ, il aurait donc
fallu considØrer le future ˆ Ft(¿) dØ￿ni par
ˆ Ft(¿) := eq(¿2¡¿)Ft(¿)
oø q est le taux de dividende instantanØ (donnØ annuellement) versØ sur la pØriode di￿Ørentielle
(¿2¡¿). Les erreurs d’Øvaluations peuvent Øgalement provenir du type d’ØchØance considØrØ. Les
professionnels utilisent une ØchØance basØe sur une annØe de trading et non calendaire comme
c’est le cas ici. L’ØchØance est alors dØ￿nie comme Øtant le nombre de jours d’activitØ boursiŁre
sØparant la maturitØ de l’option ￿ aujourd’hui, proportionnellement ￿ une annØe de 252 jours.
Pour ce qui est des taux d’intØrŒt employØs dans les di￿Ørents tests, ils constituent un bon proxy
des taux utilisØs par les opØrateurs dans la mesure oø les maturitØs considØrØes sont infØrieures
￿ une annØe. Les professionnels utilisent en e￿et des taux dØposits pour les ØchØances infØrieures
￿ 3 mois. Pour les ØchØances supØrieures ils utilisent les euro-futures liquides et les taux swaps
pour les ØchØances jusqu’￿ 10 ans.
D’autres facteurs, liØs cette fois au fonctionnement mŒme du marchØ, sont Øgalement susceptibles
d’expliquer la prØsence de violations, ￿ savoir
￿ les coßts de transactions et les commissions.
￿ les anticipations des dividendes.
Ces facteurs structurels permettent de comprendre pourquoi les professionnels, conscients des
opportunitØs d’arbitrage, n’entrent pas dans les positions.
2.6 Conclusion
Les Øtudes empiriques d’opportunitØs d’arbitrage sur les marchØs d’options, basØes sur les rela-
tions de paritØ put-call ou encore sur la relation de box spread mettent en Øvidence des taux ØlevØs
de violations. Les tests entrepris par Taylor [42], Loundon [35] ou plus rØcemment par Ackert
et Tian [2] dØterminent notamment des taux de violations compris entre 20% et 30% pour la
relation de paritØ. Sur le marchØ suisse, Chesney, Gibson et LoubergØ [16] mettent Øgalement en
Øvidence des taux de violations de l’ordre de 12% sur des donnØes journaliŁres et de 32% sur des
donnØes intra-journaliŁres. La faible liquiditØ du marchØ explique en partie cette di￿Ørence. La
prise en compte des coßts de transactions diminue signi￿cativement ces pourcentages sans pour
autant les Øliminer.
19Ces di￿Ørentes Øtudes montrent que de nombreux facteurs sont susceptibles d’in￿uencer les vio-
lations. Il s’agit notamment de la liquiditØ du marchØ et du degrØ de sychronisation des donnØes.
L’Øchantillon considØrØ dans cette Øtude permet d’Øcarter de tels biais. Les tests appliquØs aux
cotations sur des intervalles de 5 minutes montrent clairement que la relation de paritØ put-call
est vØri￿Øe en pratique. Les tests des bornes infØrieures mettent en Øvidence des taux de vio-
lations encore plus faibles. De plus, les pourcentages observØs apparaissent pour des zones de
forts et faibles moneyness et ce pour de faibles ØchØances; les mauvaises Øvaluations liØes ￿ ces
caractØristiques ne sont pas surprenantes. Les gains potentiels des violations sont de l’ordre de
1.53 points d’indice pour la borne infØrieure et de 3.61 points pour la relation de paritØ. Ceux-ci
ne constituent pourtant pas des gains substantiels du fait de coßts structurels non nØgligeables. Il





Les anticipations de la volatilitØ future jouent une r￿le central sur les marchØs d’options; il s’agit
d’un paramŁtre clØ pour l’ensemble des modŁles d’Øvaluation.
Il est nØcessaire d’estimer la volatilitØ car ce paramŁtre n’est pas observable directement sur le
marchØ. Une premiŁre mØthode considŁre les rendements de l’actif sur une pØriode passØe plus
ou moins longue. On parle alors de volatilitØ historique. Cette mØthode d’estimation suppose
implicitement que la perception du risque par les investisseurs est uniquement liØe ￿ la variabilitØ
des cours de l’actif dans le passØ. C’est la principale critique qui peut lui Œtre adressØe. Une autre
mØthode d’estimation consiste ￿ retirer de l’information des marchØs d’options en inversant les
prix pour dØterminer une volatilitØ dite "implicite". Cette volatilitØ implicite permet de calibrer
un modŁle thØorique de prix, tel que celui de Black et Scholes, aux prix observØs sur le marchØ.
Dans l’univers de Black et Scholes, la volatilitØ implicite devrait Œtre la mŒme quelque soit le type,
le prix d’exercice ou encore l’ØchØance de l’option. En pratique, toutefois, les volatilitØs implicites
tendent ￿ di￿Ører relativement au strike et ￿ l’ØchØance de l’option. MacBeth et Merville [36]
mettent en Øvidence ce phØnomŁne sur le marchØ amØricain en Øtudiant une sØrie d’options sur
titres pour l’annØe 1976. D’autres chercheurs se sont penchØs par la suite sur cette problØmatique.
Rubinstein [39] examine notamment les options sur l’indice S&P500 sur la pØriode 1986-1992.
Taylor et Xu [43] entreprennent des tests similaires sur le marchØ des options sur devises du
Philadelphia Stock Exchange. Le marchØ d’options du London International Future Exchange est
Øgalement testØ par Duque et Paxon [24]. Toutes ces Øtudes mettent en Øvidence la violation
de l’hypothŁse de volatilitØ constante du modŁle de Black et Scholes. Le grahique des volatilitØs
implicites relativement au strike dØcrit une courbe en forme de U appelØe smile. Le crash boursier
de 1987 provoqua une modi￿cation de ce smile sur les marchØs d’options sur indices et sur actions.
Celui-ci se transforma en sneer, dØ￿ni par Webster [44] comme un sourire de coin; la volatilitØ










Fig. 3.1 ￿ Smiles de volatilitØ
La ￿gure 3.1 prØsente les volatilitØs implicites calculØes le 16.10.2001 ￿ 10h30. Elle met en Øvidence la dØpendance entre moneyness, mt = K=Ft,
et volatilitØs implicites. La pente du smile s’estompe pour les maturitØs plus importantes.
implicite diminuant de maniŁre monotone pour un prix d’exercice augmentant relativement au
niveau du sous-jacent.1 En parallŁle ￿ cette dØpendance au strike, les Øtudes mettent en Øvidence
une relation entre volatilitØ implicite et maturitØ de l’option; l’intensitØ du smile s’estompant
pour des maturitØs d’options plus importantes.
La question reste ouverte concernant la source des biais du modŁle de Black et Scholes. De
nombreuses hypothŁses ont ØtØ faites pour expliquer le phØnomŁne de smile. Il peut s’agir tout
d’abord d’un Øcart de liquiditØ entre les prix d’exercices. Ainsi, certains opØrateurs sont "collØs
en volatilitØ", et pour le besoin de la gestion de leurs positions, sont contraints d’augmenter la
volatilitØ sur certains strikes. Toutefois, cette augmentation n’est que locale. Une autre source de
biais concerne la violation de l’hypothŁse de distribution lognormale des prix du sous-jacent et la
violation de l’hypothŁse de constance de la volatilitØ. Dans ce contexte, l’Ømergence d’un sneer
de volatilitØ peut Œtre expliquØe par la prise en compte par les investisseurs de plus importants
mouvements baissiers de l’indice sous-jacent. La queue gauche de distribution implicite des ren-
tabilitØs observØes est e￿ectivement plus Øpaisse que dans le cas d’une distribution lognormale.
Rubinstein met en Øvidence ce phØnomŁne suite au crash boursier d’octobre 1987; celui-ci parle
alors de catastr-o-phobia. Pour obtenir un prix consistant avec le modŁle de Black et Scholes,
il est donc nØcessaire d’augmenter les volatilitØs pour les options dont le strike est faible relati-
vement au sous-jacent. La violation de la constance de la volatilitØ a, quant ￿ elle, ØtØ mise en
Øvidence par une constatation empirique connue sous le nom de Fisher Black e￿ect2. En 1976,
Black [10] remarqua le comportement opposØ du sous-jacent et de sa volatilitØ. Lorsque la valeur
du sous-jacent augmente, sa volatilitØ semble baisser. Et lorsque celui-ci diminue, la volatilitØ
augmente. Cette corrØlation nØgative fßt l’objet de nombreux rØsultats empiriques, dØcoulant
1Hull [31, pages 43] utilise le terme de skew de volatilitØ.
2Connu Øgalement sous le nom de leverage e￿ect.
22d’analyses directes du sous-jacent ou des marchØs d’options. Une derniŁre source de biais est liØe
cette fois aux imperfections du marchØ, tels que les coßts de transactions, les restrictions des
ventes ￿ dØcouvert et les taxes. Les di￿Ørentes Øtudes semblent donc Øtablir que le smile est une
consØquence directe du caractŁre alØatoire de la volatilitØ, des variations brusques du prix des
actifs ainsi que des imperfections et de la liquiditØ du marchØ.
De nombreux chercheurs ont ØlaborØ des modŁles pouvant expliquer les prix de marchØ des
options. En introduisant une prime de liquiditØ dans le modŁle de Black et Scholes, Bellalah et
Pringent [5] o￿rent des explications cohØrentes avec les constatations prØcØdentes. Les modŁles ￿
volatilitØ stochastiques de Heston [30] ou encore Hull et White [32], peuvent expliquer le smile et
la persistance de la volatilitØ lorsque le prix et la volatilitØ sont nØgativement corrØlØs. D’autres
modŁles ￿ volatilitØ stochastique ont Øgalement tentØ d’expliquer le smile; il s’agit notamment
d’approches dØveloppØes par Stein et Stein [41], et Wiggins [45]. Les modŁles de types ARCH et
GARCH reprØsentent une alternative ￿ la modØlisation stochastique de la volatilitØ. Duan [21]
utilise notamment un modŁle GARCH(1,1) pour crØer un modŁle d’Øvaluation consistant avec
les prix observØs sur le marchØ. Pour modØliser le comportement du sous-jacent, Heston [30]
introduit le processus gamma. Ce processus assimilable ￿ un processus de Poisson permet de
prendre en considØration les variations brusques de la valeur de l’actif support. Les sauts du
prix et les queues de distribution permettent d’Øvaluer l’e￿et de l’annonce d’informations non
anticipØes par le marchØ. Le processus gamma peut donc Œtre utilisØ pour expliquer le smile de
volatilitØ. De maniŁre similaire, le modŁle ￿ sauts de Bates [3] avec un saut moyen nØgatif gØnŁre
Øgalement les pro￿ls observØs empiriquement.
Toutefois, tenir compte des e￿ets stochastiques de la volatilitØ n’est pas une choses aisØe. L’Øva-
luation d’options par le principe d’absence d’opportunitØs d’arbitrage devient complexe. Une
exception peut Œtre faite du moins lorsque la volatilitØ est donnØe comme une fonction dØter-
ministe du prix du sous-jacent et/ou du temps. Dans ce cas, les arguments d’arbitrage restent
valables. De plus, les modŁles ￿ volatilitØ dØterministe ne demandent pas de considØrations par-
ticuliŁres sur l’attitude des investisseurs face au risque et ne nØcessitent pas l’utilisation d’autres
instruments dØrivØs pour couvrir la volatililtØ et le risque de saut. Seuls les paramŁtres du modŁle
doivent Œtre estimØs. Le concept de volatilitØ dØterministe est ØtudiØ par Derman et Kani [19],
Dupire [23] et Rubinstein [38]. Dumas, Fleming et Whaley [22] testent empiriquement une telle
hypothŁse sur le marchØ des options sur l’indice S&P500. Ils utilisent di￿Ørents modŁles de sur-
faces qu’ils calibrent chaque semaine au marchØ. Les rØsultats montrent une forte variation dans
le temps des paramŁtres estimØs, impliquant notamment la mauvaise qualitØ prØvisionnelle d’une
telle mØthodologie. La supØrioritØ relative du modŁle de Black et Scholes ￿ volatilitØ constante
par rapport aux modŁles ￿ volatilitØ dØterministe est l’un des rØsultats surprenants de leur Øtude.
L’analyse proposØe ici s’inscrit dans les travaux entrepris par Dumas, Fleming et Whaley. Quatre
modŁles dØterministes de volatilitØs sont appliquØs aux options DAX sur la pØriode du 1er au 26
octobre 2001. La qualitØ explicative et prØvisionnelle est dØterminØe sur des intervalles horaires
de 30 minutes. Les rØsulats mettent alors en Øvidence l’intØrŒt de telles surfaces par rapport ￿ la
simple hypothŁse de volatilitØ constante.
23La suite du chapitre est organisØe de la maniŁre suivante : La section 3.2 prØsente le modŁle
d’Øvaluation d’options sur futures dØveloppØ par Black. La section 3.3 dØ￿nit la notion de vo-
latilitØ implicite. Elle prØsente Øgalement la mØthode de Newton-Raphson pour la recherche de
zØros de fonctions non-linØaires. Elle propose ensuite deux mØthodes de sØlection de volatilitØs
implicites. La constitution de l’Øchantillon d’observations est dØtaillØe ￿ la section 3.4. Les di￿Ø-
rents modŁles de surfaces paramØtriques sont prØsentØs ￿ la section 3.5. La section 3.6 donne les
rØsultats des estimations in-the-sample et out-of-the-sample. Elle propose Øgalement une Øtude
de l’Øvolution des paramŁtres dans le temps. La conclusion donnØe ￿ la section 3.7 reprend les
di￿Ørents rØsultats pour mettre en Øvidence l’intØrŒt d’une telle mØthodologie.
3.2 ModŁle de Black
Le modŁle de Black [9] est une extension du modŁle d’Øvaluation d’options de Black et Scholes.
En utilisant des hypothŁses similaires ￿ celles utilisØes pour dØriver la formule originale de Black
et Scholes, soient
￿ Le prix du sous-jacent suit un mouvement brownien gØomØtrique de variance ¾2 constante.
￿ Les ventes ￿ dØcouvert sont autorisØes sans restriction.
￿ Il n’y a aucun coßts de transactions.
￿ Il n’y a pas d’opportunitØ d’arbitrage.
￿ Le taux sans risque est constant.
￿ Les options sont de type europØen.
Black prØsente un modŁle pour Øvaluer les options sur matiŁres premiŁres, futures et contrats
forward. On remarque que le processus de di￿usion n’a pas de drift. En e￿et, celui-ci est dØj￿
contenu dans le prix du future. Pour dØriver une formule analytique d’Øvaluation, Black utilise le
mŒme raisonnement d’arbitrage que dans la formule de Black et Scholes. Il crØe un portefeuille de
couverture composØ d’une position dans l’option et dans le future. Le rendement de ce portefeuille
doit Œtre alors Øquivalent au taux sans risque en l’absence d’opportunitØ d’arbitrage. Les prix en
t des options call, ct(¿;K) et put, pt(¿;K), d’ØchØance ¿ et de strike K sur le sous-jacent Ft sont
alors donnØs par
ct(¿;K) := e¡r¿ (FtN(d1)¡KN(d2)) (3.1)
pt(¿;K) := e¡r¿ (KN(¡d2)¡FtN(¡d1))
d1 :=




d2 := d1 ¡ ¾
p
¿
oø ¾ est la volatilitØ instantanØe de la rentabilitØ du sous-jacent et N(¢) la fonction de rØpartition
de la loi normale standardisØe. On remarque que la formule (3.1) ne nØcessite pas les mŒmes
maturitØs pour le future et l’option. Lorsque l’ØchØance de l’option sur future est la mŒme que
l’ØchØance du future, cette option est thØoriquement Øquivalente ￿ une option sur le sous-jacent.
24Par contre, si les maturitØs de l’option et du future ne sont pas les mŒmes, il y a alors biais
d’Øvaluation. Ainsi, par exemple, une option call sur future, d’ØchØance infØrieure au future, aura
une valeur supØrieure ￿ l’option sur l’actif sous-jacent si le marchØ est normal.3
Les cotations d’options considØrØes dans cette Øtude sont des prix d’options sur indice et non sur
futures d’indice. Leur ØchØance doit donc Œtre la mŒme pour ne pas introduire de biais de sur-
ou sous-Øvaluation. Le future introduit dans la formule d’Øvaluation sera donc le mŒme future
sØlectionnØ et ajustØ introduit ￿ la section 1.6.
3.3 VolatilitØ implicite
Le seul paramŁtre du modŁle de Black qui ne peut pas Œtre directement observØ est ¾, la volatilitØ
des rendements instantanØs du sous-jacent. Il peut Œtre estimØ statistiquement sur la base des
rendements historiques du sous-jacent. Une mØthode alternative est de considØrer la volatilitØ dite
"implicite". Cette volatilitØ implicite notØe ¾bk est la volatilitØ qui, introduite comme paramŁtre
dans la formule de Black, Øgalise le prix thØorique de l’option ￿ celui du marchØ; formellement,
dans le cas d’une option call, celle-ci est donnØe par
9 ! ¾bk tel que ct := ct(Fm




t sont les prix du marchØ en t du future et du call dØ￿nis par le milieu de la
fourchette de prix. Cette volatilitØ dØrivØe des prix actuels du marchØ peut Œtre utilisØe pour
dØcrire les anticipations des opØrateurs sur la volatilitØ future du sous-jacent.
La formule d’Øvaluation de Black n’Øtant pas linØaire, il n’existe pas de formule explicite pour
dØterminer ¾bk. Il faut donc inverser la formule numØriquement pour trouver ce paramŁtre. La
mØthode de Newton-Raphson permet une telle dØtermination.
3.3.1 Algorithme de Newton-Raphson
Une possibilitØ pour rØsoudre une Øquation non-linØaire du type f(x) = 0, avec f : R ! R, f
continßment dØrivable au voisinage de x, est d’utiliser la mØthode de Newton-Raphson. Partant
d’une valeur initiale x0 2 R habilement choisie, cet algorithme produit les estimations successives
x1;x2;::: 2 R en utilisant le processus itØratif suivant :
xi+1 = xi ¡
f(xi)
fx(xi)
(i > 0) (3.3)
oø fx est la dØrivØe de la fonction f par rapport ￿ x. Si f est deux fois continßement dØrivable
au voisinage de x0, alors la mØthode de Newton-Raphson converge quadratiquement si x1 est
3Hull [31, page 295] dØ￿nit un marchØ normal comme un marchØ oø les prix des futures sont supØrieurs aux
prix au comptant. Le marchØ est dit inversØ dans le cas contraire.
25su￿samment proche de x0. Cette mØthode permet donc d’obtenir une solution par itØrations;
si le point de dØpart est bien choisi du moins. Si la dØrivØe ne possŁde pas de forme analytique,
celle-ci peut Œtre calculØe numØriquement.4
Dans le cadre de la recherche d’une volatiltiØ implicite ¾bk de la formule (3.1), l’algorithme (3.3)
est appliquØ aux fonctions suivantes, selon qu’il s’agisse d’options calls ou puts
calls : f(¾) := ct(¾) ¡ cm
t
puts : f(¾) := pt(¾) ¡ pm
t
Dans les deux cas, la dØrivØe de f par rapport ￿ la volatilitØ ¾, notØe f¾, est la mŒme. Ceci
dØcoule de la relation de paritØ (2.7). La sensibilitØ du prix de l’option par rapport ￿ la volatilitØ





oø r et d1 sont les paramŁtres communs ￿ la formule (3.1) et N
0




2 . Une condition
nØcessaire ￿ l’existence d’une solution ￿ l’Øquation f(¾) = 0 est que les prix cm
t et pm
t satisfassent
les conditions des non-arbitrages (2.1) et (2.4).5 Pour assurer la convergence du processus itØratif
de Newton-Raphson sur les cotations d’options, le point de dØpart ¾0 a ØtØ ￿xØ ￿ 40%. Ce choix
a permis la convergence de la mØthode pour toutes les options aprŁs 8 itØrations. Manaster et
Koehler [37] proposent une formule pour la valeur initiale de l’algorithme de Newton-Raphson.












Dans ce cas, on remarque que pour des options parfaitement ￿ la monnaie, la volatilitØ estimØe
est nulle. Les valeurs initiales ne garantissent pas une convergence pour les options qui sont
trŁs ØloignØes de la monnaie. Des mØthodes d’estimation de volatilitØs implicite pour les options
proches de la monnaie sont proposØes par Bharadia, Christo￿des et Salkin [8], par Brenner et
Subrahmanyam [12] ainsi que par Chance [15].
3.3.2 SØlection de volatilitØs
La mØthode de Newton-Raphson a permis d’inverser les prix du marchØ et de dØterminer les
volatilitØs implicites des options. Par la relation de paritØ put-call (2.7), les volatilitØs implicites
4MØthode des di￿Ørences ￿nies [7].
5Pour une option call, on a lim¾!0 ct(¾) = e
¡r¿(Ft ¡K) + ) lim¾!0 f(¾) = e
¡r¿(Ft ¡K) + ¡c
m
t =: a et
lim¾!1 ct(¾) = e
¡r¿Ft ) lim¾!1 f(¾) = e
¡r¿Ft¡c
m
t =: b. Comme la fonction f(¾) est continue, si a 6 0 et
b>0 (i.e (2.1)), alors par le thØorŁme de Bolzano, il existe ¾
bk tel que f(¾
bk)=0. Un raisonnement analogue dans
le cas d’une option put permet de dØriver la condition d’existence d’une volatilitØ implicite (i.e. (2.4)).
26des calls et des puts de mŒme ØchØance et de mŒme maturitØ sont les mŒmes.6 Toutefois, sur
le marchØ, en raison du spread de cotation, du niveau de liquiditØ, et des anticipations des
opØrateurs, ces paramŁtres sont rarement Øgaux. Sur la base de ces constatations, il est essentiel
de crØer un proxy de volatilitØ implicite.
SØlection binaire put-call
Le chapitre 1 a montrØ que les options les plus liquides sont en dehors de la monnaie. Cette
liquiditØ va impliquer une meilleure Øvaluation des prix et par consØquent une meilleure reprØ-
sentativitØ de la volatilitØ anticipØe par les investisseurs. La sØlection binaire put-call tient compte
de ce raisonnement pour ne garder que la volatilitØ des options activement traitØes. Soit ¾c la
volatilitØ implicite d’une option call et ¾p la volatilitØ implicite d’une option put, le proxy de la
volatilitØ implicite est alors dØ￿ni par
¾ :=
½
¾c pour m > 1
¾p pour m 6 1
L’avantage de cette mØthode est sa simplicitØ. Toutefois, elle ne tient pas compte de toute l’in-
formation disponible sur le marchØ puisqu’elle ne considŁre que les calls pour m>1 et que les
puts pour m61.
PondØration par le delta
Une alternative ￿ la mØthode de sØlection put-call consiste ￿ pondØrer les volatilitØs implicites
des calls et des puts de mŒme strike et de mŒme ØchØance par leur delta respectif; le delta
d’une option Øtant sa sensibilitØ au mouvement du sous-jacent. Le delta d’options call et put,








= ∆c ¡ e¡r¿
6Soit une option call ct(¾c) et une option put pt(¾p) ØvaluØes par le modŁle de Black avec des volatilitØs ¾c










Cette ØgalitØ est vØri￿Øe si et seulement si ¾c = ¾p car la fonction ct(¾) est bijective.
27oø r, d1 et N(¢) sont conformes ￿ l’Øquation (3.1). Si l’on dispose ￿ un instant donnØ de la
volatilitØ implicite d’une option call et d’une option put de mŒmes caractØristiques, le proxy de
volatilitiØ est alors dØ￿ni par
¾ := ¾c(1¡er¿∆c) + ¾p(1+er¿∆p)
Dans le cas contraire, la sØlection est faite selon la mØthode binaire put-call. Les options fortement
dans la monnaie ont un delta proche de e¡r¿ pour les calls et proche de ¡e¡r¿ pour les puts. Cette
mØthode donne donc un poids moins important aux options dans la monnaie, moins liquides.7
Contrairement ￿ la selection binaire plus radicale, ce procØdØ ￿ l’avantage de tenir compte de
toute l’information disponible sur le marchØ. Ce proxy de volatilitØ sera retenu par la suite et
constituera la base du ￿tting des modŁles de surfaces.















mt ¾c ¾p ¾bin ¾∆
0:93 ¡ 43:61 43:61 43:61
0:95 ¡ 41:05 41:05 41:05
0:97 ¡ 39:65 39:65 39:65
1:00 38:16 37:68 38:16 37:90
1:02 36:70 36:35 36:70 36:51
1:04 35:42 35:91 35:42 35:68
1:06 33:99 33:51 33:99 33:74
1:08 33:26 ¡ 33:26 33:26
1:10 33:14 ¡ 33:14 33:14
Fig. 3.2 ￿ SØlections binaire et delta
La ￿gure 3.2 prØsente les sØlections binaire et delta de volatilitØs au 16.10.2001 pour les prix de cl￿ture entre 10h-10h30 des options proches
de la monnaies d’ØchØance 31 jours. Le tableau donne les volatilitØs implicites des calls ¾c et des puts ¾p pour les di￿Ørents moneyness,
mt = K=Ft, observØs. La sØlection binaire ¾bin ainsi que la selection delta ¾¢ sont dØterminØs conformØment aux mØthodologies de la section
3.3.2.
3.4 Constitution de l’Øchantillon
L’Øchantillon est constituØ sur la base des cotations des options sur l’indice DAX enregistrØes
sur le marchØ Eurex c ° entre le lundi 1er et le vendredi 26 octobre 2001. La plage d’observation
journaliŁre dØbute ￿ 10h pour ￿nir ￿ 12h et reprend de 14h ￿ 17h CET. Le prix de marchØ des
options est dØ￿ni par le milieu de fourchette de prix, soit cm
t pour une option call et pm
t pour une
option put. Pour chaque cotation d’option, un future est sØlectionnØ. Cette sØlection est basØe
7Voir l’analyse d’activitØ faite ￿ la section 1.6.
28sur la mØthodologie expliquØe ￿ la section 1.6 en vue de dØ￿nir un sous-jacent tenant compte
d’une synchronisation maximale entre les donnØes. Le prix du future est Øgalement dØ￿ni par le
milieu de la fourchette de prix, soit Fm
t . Pour Øliminer les biais de sous- ou sur-Øvaluation, le
future est ajustØ pour se ramener ￿ une Øvaluation d’option sur indice. Trois critŁres d’exclusion
sont ensuite appliquØs aux donnØes :
￿ Les options dont l’ØchØance est infØrieure ￿ 15 jours et supØrieure ￿ 180 jours calendaires sont
ØliminØes de l’Øchantillon. Les options de trŁs courte ØchØance possŁdent en e￿et une faible
valeur spØculative; leur Øvaluation peut Œtre de ce fait erronØe. Les options long terme sont
quant ￿ elles trŁs peu liquides; elle contiennent peu d’information sur la volatilitØ future at-
tendue.
￿ Les options dont le moneyness est trŁs faible ou trŁs grand (m<0:8 ou m>1:2) sont Øgale-
ment ØliminØes de l’Øchantillon. Les options fortement dans la monnaie, tout comme les options
court terme, possŁdent une valeur spØculative trŁs faible. Les options fortement en dehors de la
monnaie sont trŁs peu traitØes; l’information implicite est peu reprØsentative des anticipations
des investisseurs.
￿ Les options ne satisfaisant pas les conditions de non-arbitrage (2.1) et (2.4) sont Øgalement
ØliminØes. Il n’est en e￿et pas possible de calculer une volatilitØ implicite, l’Øquation f(¾) = 0
ne possØdant pas de solution.
Les volatilitØs implicites des options sont ensuite calculØes ￿ l’aide de l’algorithme de Newton-
Raphson pour cet Øchantillon "nettoyØ". La matrice des volatilitØs ainsi constituØe est alors
fragmentØe par jours et par crØnaux horaires de 30 minutes. Les volatilitØs de "cl￿ture" sont
dØterminØes pour chaque fragment, selon les di￿Ørents type d’option (call-put), les ØchØances et
les strikes observØs. La selection delta achŁve la constitution de cette double liste (jour,heure) de


















1. Nettoyage des données et
selection du sous-jacent.
2. Calcul des volatilités
implicites par Newton-Raphson.
3. Fragmentation horaire.
4. Prix de clôture.
A. Minimisation de la somme
des carrés des résidus. Qualité
du fit in-the-sample.
B. Qualité du fit out-of-the
sample (30mns suivantes).
Observations Paramètres des




Fig. 3.3 ￿ Constitution de l’Øchantillon
3.5 ModŁles de surfaces
Quatres modŁles paramŁtriques de surfaces sont ØtudiØs. Le premier modŁle M0 est une surface
plane, horizontale, constante pour tout moneyness et toute ØchØance. Celle-ci correspond ￿ l’hy-
pothŁse de volatilitØ constante du modŁle de Black. Les modŁles M1 ￿ M3 considŁrent par contre
une structure par terme et un smile de volatilitØ. La structure par terme est similaire dans les
trois modŁles. Elle dØcoule de constatations empiriques qui dØcrivent cette structure comme une
fonction du type 1 p
¿. D’autres structures par terme du type Nelson-Siegel ont ØtØ Øgalement
testØes. Ces fonctions sont couramment employØes pour modØliser la courbe des taux d’intØrŒt.8
8Voir ￿ ce propos Filipovic [26, 27] et Sack [40].
30Toutefois, le nombre et la variabilitØ des paramŁtres estimØs n’ont pas semblØ apporter une qua-
litØ supplØmentaire au modŁle empirique proposØ ici. La structure par terme de la volatilitØ Øtant
identique dans les modŁles M1 ￿ M3, la di￿Ørence appara￿t donc au niveau du smile de volatilitØ.
Trois fonctions ont ØtØ choisies pour reproduire la forme du smile caractØristique du marchØ des
options sur indices. La surface M1 modØlise le smile par le logarithme naturel du moneyness. La
surface M2 utilise un paramŁtre supplØmentaire pour approximer le smile par le moneyness mis
￿ une puissance rØelle. La surface M3 est une connexion des deux modŁles prØcØdents en m=1
avec condition de lissage de premier ordre.
M0 : ¾M0(¿;m) := a0














M3 : ¾M3(¿;m) :=
½
¾M1(¿;m) si m < 1
¾M2(¿;m) si m > 1
Dans le cas du modŁle M3, on connecte les modŁles M1 et M2 en m=1. Les dØrivØes premiŁres
doivent Øgalement correspondre sur cette ligne de connexion rendant ainsi la surface lisse. Ces








Celles-ci sont satisfaites lorsque b1 = c1, b0 = (c0+c2) et c3 = (b2=c2). Le modŁle M3 est alors
donnØ par
M3 : ¾M3(¿;m) :=
(






+ c2m(b2=c2) si m > 1
Ces restrictions sur les paramŁtres dØ￿nissent le modŁle M3 comme un modŁle ￿ 4 paramŁtres,
b0, b1, b2 et c2.
Les paramŁtres des modŁles sont dØterminØs par minimisation de la somme des carrØs des erreurs
entre les volatilitØs implicites et les volatilitØs donnØes par les di￿Ørents modŁles. La mØthode
d’estimation est une mØthode de descente, en l’occurence la mØthode du gradient conjugØ.9 Pour
assurer une convergence numØrique de la mØthode de descente dans le cas du modŁle par morceau
M3, une indicatrice de type logit ￿ ØtØ dØ￿nie. Celle-ci prØsente l’avantage, pour n su￿samment
9Fonction leastsq de SCILAB
c ° avec option ’gc’.
31grand, ￿ la fois de correspondre ￿ une indicatrice sur m = 1, mais Øgalement d’Œtre dØrivable.




Le paramŁtre n est ￿xØ ￿ 3 ¢ 103 pour Øviter un dØbordement de capacitØ du logiciel et ce























Fig. 3.4 ￿ Surface de volatilitØ M3
La ￿gure 3.4 prØsente la surface de volatilitØ du modŁle M3. Les paramŁtres sont dØterminØs par calibration sur la base des volatilitØs implicites
de cl￿ture calculØes le 16.10.2001 ￿ 10h30. Les paramŁtres estimØs sont : b0 = 0:2483; b1 = 0:0387; b2 = ¡0:6593; c2 = 0:038.
3.6 RØsultats des estimations
3.6.1 QualitØ du ￿tting
Pour juger de la qualitØ des di￿Ørents modŁles, les mesures RMCR, FREQ et FREQ UP sont
dØ￿nies :
￿ La mesure RMCR donne une indication sur la qualitØ de calibration du modŁle. Elle est dØ￿nie
par la racine carrØe de la moyenne des rØsidus au carrØ. Soit N le nombre total d’observations,
¾bk
i la iŁme observation de volatilitØ implicite et ¾i la iŁme estimation de cette volatilitØ par le
10Des tests numØriques ont ØtØ e￿ectuØs garantissant la robustesse de cette indicatrice.











￿ La mesure FREQ donne une indication sur la frØquence de qualitØ du modŁle. Elle indique le
pourcentage de fois que le modŁle a fourni la meilleure estimation de volatilitØ, dØ￿nie par la
valeur absolue des rØsidus, sur l’ensemble des observations. Ainsi, si le mesure FREQ indique
x%, cela signi￿e que sur l’ensemble des estimations rØalisØes, le modŁle en question a dØterminØ
dans x% des cas la meilleure estimation de volatilitØ.
￿ La mesure FREQ UP donne une indication sur la tendance du modŁle ￿ sur- ou sous-Øvaluer
les volatilitØs. Elle indique le pourcentage de fois que le modŁle a sur-estimØ une volatilitØ par
rapport ￿ la valeur observØe sur le marchØ. Ainsi, si la mesure FREQ UP indique x%, cela
signi￿e que sur les volatilitØs dØterminØes par le modŁles, x% sont supØrieures aux volatilitØs
implicites observØes sur le marchØ.
3.6.2 RØsultats in-the-sample
Le tableau 3.1 prØsente les rØsultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP in-the-sample cal-
culØes ￿ partir des volatilitØs de cl￿ture sur 30 minutes. Il appara￿t trŁs clairement que le modŁle
M0 est le moins performant avec une mesure RMCR ￿ 0.0728 et une frØquence de performance
de 13.91%. Il semble donc que les volatilitØs implicites du marchØ violent l’hypothŁse de vola-
tilitØ constante du modŁle de Black. La ￿gure 3.6.2 a) met en Øvidence les erreurs d’Øvaluation
relativement au moneyness du modŁle M0 pour l’ensemble de l’Øchantillon. Elle indique que le
modŁle M0 sous-Øvalue les volatilitØs pour m<1 et sur-Øvalue les volatilitØs pour m>1. Les vo-
latilitØs du marchØ dØcrivent donc une structure dØcroissante par rapport au moneyness; le smile
de volatilitØ est implicitement visible. Les estimations des modŁles tenant compte de la variation
du strike, du sous-jacent et de l’ØchØance sont de meilleure qualitØ. La mesure RMCR diminue
de 50% avec les modŁles M1 et M2. Les frØquences de qualitØ s’amØliorent lØgŁrement. Avec une
qualitØ d’estimation RMCR supØrieure de 54%, le modŁle 3 est le meilleur in-the-sample. Dans
51.75% des cas, il permet une estimation plus prØcise des volatilitØs. La ￿gure 3.6.2 b) met en
Øvidence les erreurs d’Øvaluations relativement au moneyness du modŁle M3. On remarque cette
fois une meilleure distribution des erreurs. La mesure FREQ UP diminue ￿ 52.09%. Ce modŁle
n’a donc pas tendance ￿ sur-Øvaluer les volatilitØs. Il est ￿ remarquer toutefois que le modŁle
M3 possŁde un paramŁtre supplØmentaire au modŁle M1. Une Øtude attentive de l’Øvolution des
paramŁtres et de la qualitØ prØvisionnelle permettra de dØterminer s’il s’agit d’over￿tting.
33In-the-sample Out-of-the-sample
RMCR FREQ FREQ UP RMCR FREQ FREQ UP
M0 0:0728 13:91 60:10 0:0738 14:57 59:87
M1 0:0363 15:16 59:27 0:0387 15:24 59:85
M2 0:0363 19:17 59:28 0:0387 19:38 59:88
M3 0:0336 51:75 52:09 0:0364 50:81 53:54
Tab. 3.1 ￿ QualitØ des ￿tting in-the-sample et out-of-the-sample
Le tableau 3.1 prØsente les rØsultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP in-the-sample et out-of-the-sample. La mesure RMCR est la
racine carrØe de la moyenne des carrØs des erreurs entre les valeurs des modŁles et les valeurs observØes. La mesure FREQ indique le pourcentage
de fois que le modŁle a donnØ une meilleure estimation que les autres modŁles. La mesure FREQ UP indique le pourcentage de fois que le
modŁle sur-Øvalue la volatilitØ par rapport ￿ celle observØe sur le marchØ.













Fig. 3.6.2 a) Erreurs d’Øvaluation ITS,
modŁle M0













Fig. 3.6.2 b) Erreurs d’Øvaluation ITS,
modŁle M3
La ￿gure 3.6.2 a) prØsente les erreurs (¾bk
i ¡¾i) d’Øvaluation in-the-sample du modŁle M0 par rapport au moneyness. La ￿gure 3.6.2 b) prØsente
les erreurs pour le modŁle M3.
3.6.3 Evolution des paramŁtres
Les statistiques des paramŁtres estimØs pour chaque surface de volatilitØ apportent Øgalement des
informations. Les moyennes, les Øcart-types ainsi que les corrØlations des di￿Ørents paramŁtres
sont prØsentØs dans le tableau 3.2.
Lorsque le modŁle M0 est calquØ chaque demi-heure sur le marchØ, durant la pØriode d’observa-
tion, l’estimation moyenne du coe￿cient a0 est de 0.36, soit une volatilitØ moyenne de 36%. Le
minimum est atteint le 11 octobre entre 14h et 14h30 avec une volatilitØ ￿ 32%; le maximum
appara￿t le 3 octobre ￿ l’ouverture du marchØ amØricain avec une volatilitØ ￿ 40%. Avec un Øcart-
34type de 0.0187 points, soit 5% de la moyenne, ce modŁle est, parmis les 4 modŁles prØsentØs, le
plus stable dans le temps.
Les estimations des paramŁtres de la structure par terme des modŁles M1 ￿ M3 sont similaires.
La volatilitØ long terme ￿ la monnaie est donnØe par b0 dans les modŁle M1 et M3 et par (c0+c2)
dans le modŁle M2. La valeur moyenne est de 25.65% pour les modŁles M1 et M2. Dans le cas
du modŁle M3, la volatilitØ long terme ATM moyenne est de 24.14%. On remarque que dans le
cas du modŁle M2, les paramŁtres c0 et c2 ont une corrØlation nØgative parfaite; le modŁle est
clairement surparamØtrØ. On remarque en e￿et que la valeur moyenne du paramŁtre c3 est de
0.0275, ce qui implique un mc3 proche de 1. Les paramŁtres c0 et c2 peuvent ainsi Œtre exprimØs
par un unique paramŁtre.
Les paramŁtres de volatilitØ long terme ATM et de la structure par terme des modŁles M1 et
M2 prØsentent de fortes corrØlations. On note -0.8582 entre b0 et b1 du modŁle M1 et -0.8005
entre ces mŒmes paramŁtres mais pour le modŁle M3. Ces corrØlations ØlevØes indiquent donc une
dØpendance entre la structure par terme et la volatilitØ long terme pour les options ￿ la monnaie.
Ceci vient du fait que la volatilitØ long terme prend son sens lorsque ¿ est su￿samment grand.
L’ØchØance la plus ØlevØe de l’Øchantillon est de 180 jours. Le paramŁtre de la structure par terme
n’est donc pas annulØ ￿ long terme ce qui peut expliquer la corrØlation observØe.
De maniŁre ￿ examiner plus prØcisØment l’Øvolution des paramŁtres dans le temps, la ￿gure
3.6.3 met en Øvidence 2 graphiques prØsentant les Øvolutions des paramŁtres des modŁles M1
et M3. La ￿gure 3.6.3 b) montre une variabilitØ plus marquØe du paramŁtre b2 par rapport au
modŁle M1. Elle montre Øgalement 2 explosions du paramŁtre c2 ; les valeurs atteintes sont de
99.69 et 33.10. Une Øtude attentive montre qu’il ne s’agit pas d’une mauvaise convergence de
la mØthode d’estimation utilisØe (minimum local). Cette explosion vient du fait que le nombre
d’observations de volatilitØs dont le moneyness est supØrieur ￿ 1 est faible. De plus, il su￿t que
sur le peu d’observations, une structure plate soit observØe, du fait d’observations extrŒmes de
volatilitØs, pour que le modŁle force la valeur c2 rendant ainsi le smile "plat". Ces cas peuvent Œtre
ØcartØs en testant le nombre d’observations dans cette zone de moneyness, en Øliminant les valeurs
extrŒmes, ou encore en augmentant la taille de la fenŒtre d’observation pour avoir un maximum
de donnØes dans toutes les zones de moneyness. Une contrainte sur la valeur des paramŁtres serait
Øgalement susceptible d’Øliminer de telles variations. En retirant les deux explosions majeures,
la moyenne du paramŁtre c2 passe ￿ 0.0462 et l’Øcart-type diminue pour atteindre 0.0438, soit
94% de la moyenne.
35estimations
¹ ¾
M0 a0 0:3646 0:0187
corrØlations
¹ ¾ b0 b1 b2
M1 b0 0:2565 0:0233 1 ¡0:8582 ¡0:4900
b1 0:0390 0:0114 1 0:3667
b2 ¡0:4916 0:0747 1
¹ ¾ c0 c1 c2 c3
M2 c0 22:9922 7:7737 1 ¡0:0929 ¡0:9999 ¡0:3297
c1 0:0390 0:0114 1 0:0904 0:1234
c2 ¡22:7357 7:7699 1 0:3296
c3 0:0275 0:0532 1
¹ ¾ b0 b1 b2 c2
M3 b0 0:2415 0:0238 1 ¡0:8005 ¡0:1357 ¡0:0496
b1 0:0390 0:0115 1 0:2921 0:1038
b2 ¡0:6555 0:1388 1 ¡0:1530
c2 0:7098 7:4128 1
Tab. 3.2 ￿ Coe￿cients estimØs pour les di￿Ørents modŁles
Le tableau 3.2 prØsente les estimations des di￿Ørents paramŁtres des modŁles de surfaces. La moyenne ¹ et l’Øcart-type ¾ des paramŁtres sont
calculØs sur l’ensemble des observations, soit sur les 200 ￿ts e￿ectuØs. L’Øcart-type est donnØ en points. Les corrØlations des paramŁtres sont
donnØs pour les modŁles M1 ￿ M3.
















Fig. 3.6.3 a) Evolution des paramŁtres,
modŁle M1
















Fig. 3.6.3 b) Evolution des paramŁtres,
modŁle M3
La ￿gure 3.6.3 a) prØsente l’Øvolution des 3 paramŁtres du modŁle M1 sur les 200 ￿ts e￿ectuØs. La ￿gure 3.6.3 b) prØsente l’Øvolutions des 4
paramŁtres du modŁle M3.
363.6.4 RØsultats out-of-the-sample
Les rØsultats des estimations donnØs dans la section 3.6.2 ont montrØ que la surface de volatilitØ
doit tenir compte du moneyness et de l’ØchØance de l’option pour coller au marchØ. Le modŁle M3,
plus complexe, a donnØ les meilleurs rØsultats en ce sens. Toutefois, ses paramŁtres varient plus
dans le temps; il faut donc se dØplacer dans l’Øchantillon pour dØterminer son pouvoir prØdictif.
La mØthodologie employØe consiste ￿ utiliser les paramŁtres estimØs avec les donnØes de cl￿ture
d’une demi-heure pour estimer les volatilitØs de cl￿ture de la demi-heure suivante. Les crØnaux
horaires 10h-10h30 et 14h-14h30 sont ØliminØs de l’Øchantillon. L’information arrivant quasi ins-
tantanØment sur le marchØ, il n’est en e￿et pas consistant dans cette analyse haute frØquence
d’estimer les volatilitØ observØes entre 10h-10h30 avec les estimations de la veille ou encore les vo-
latilitØs de 14h-14h30 avec les estimations du crØnaux horaire 11h30-12h. Les mesures de RMCR,
FREQ et FREQ UP sont calculØes sur les 8’627 observations ainsi dØ￿nies a￿n de dØterminer la
qualitØ prØvisionnelle des 4 modŁles prØsentØs.
Le tableau 3.1 prØsente les rØsultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP out-of-the-sample.
En sortant de l’Øchantillon, on remarque que les mesures RMCR des quatre modŁles augmentent.
Sur l’ensemble des mesures de qualitØ, le modŁle M0 est encore une fois le moins performant. Le
modŁle M1 amØliore de 47.5% la mesure RMCR par rapport au modŁle M0. Avec une mesure
RMCR ￿ 0.0364 et une mesure FREQ ￿ 50.81%, c’est clairement le modŁle M3 qui donne les
meilleures prØvisions de volatilitØs. La mesure FREQ UP ￿ 53.54% du modŁle M3 indique que
les volatilitØs estimØes n’ont pas de tendance majeure ￿ Œtre sous- ou sur-ØvaluØes.
Les di￿Ørents tests e￿ectuØs montrent que le modŁle M3 est le meilleur in-the-sample mais Øga-
lement out-of-the-sample. L’analyse suivante prØcise les rØsultats de prØvision pour les mesures
RCMR et FREQ UP relativement ￿ l’ØchØance et au moneyness. La ￿gure 3.6.4 a) prØsente les
rØsultats de la mesure RMCR. On remarque clairement que les erreurs d’Øvaluations les plus
importantes se produisent pour les ØchØances infØrieures ￿ 40 jours, pour des zones de moneyness
supØrieures ￿ 1.1 et infØrieures ￿ 0.9. Les meilleurs rØsultats de prØvision sont donnØs pour les
options proches de la monnaie et ceci pour des ØchØances comprises entre 80 et 120 jours. De
mauvaises Øvaluations sur l’ensemble des ØchØances sont observØes pour les zones de moneyness
infØrieures ￿ 0.85.
Au niveau des pourcentages de sur-Øvaluation de volatilitØs (Fig. 3.6.4), le modŁle M3 semble se
comporter correctement pour les options proches de la monnaie pour des ØchØances comprises
entre 40 et 180 jours. Pour les options de trŁs courtes ØchØances, il sur-Øvalue dans 60% des cas
les volatilitØs pour m>1 et sous-Øvalue dans 70% des cas les volatilitØs implicites des options de
moneyness m<0:85. Le graphique met en Øvidence une forte sous-Øvaluation pour les moneyness
supØrieurs ￿ 1 et une trŁs forte sur-Øvaluation pour les moneyness infØrieurs ￿ 0.9 pour les options
dont l’ØchØance est comprise entre 120 et 180 jours. MalgrØ les bonnes estimations en terme de
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Fig. 3.6.4 b) FREQ UP, modŁle M3
La ￿gure 3.6.4 a) prØsente la mesure RMCR du modŁle M3 relativement ￿ l’ØchØance et au moneyness mt =K=Ft. La ￿gure 3.6.4 b) prØsente
la mesure FREQ UP relativement ￿ l’ØchØance et au moneyness. Les deux graphiques sont obtenus par interpolation bivariØe sur les mesures
e￿ectuØes.
3.7 Conclusion
Les rØsultats des mesures RMCR, FREQ et FREQ UP montrent clairement que les meilleurs
modŁles de surfaces de volatilitØ doivent tenir compte de l’ØchØance et du moneyness de l’option.
L’hypothŁse de volatilitØ constante, modØlisØe par la surface M0 donne les moins bons rØsultats in-
et out-of-the-sample. Le modŁle M3, plus complexe, met en Øvidence de meilleures performances
en terme de calibration et de prØvision. Il amØliore d’environ 50% la qualitØ de prØvision par
rapport ￿ l’hypothŁse de volatilitØ constante.
Ainsi, les rØsultats mis en Øvidence dans cette Øtude ne vont pas dans le sens des conclusions
apportØes par Dumas, Fleming et Whaley [22]. Ceux-ci testent l’hypothŁse de volatilitØ dØter-
ministe dØveloppØe par Rubinstein [39], Derman et Kani [19] et Dupire [23]. En calquant cinq
modŁles paramØtriques sur les donnØes hebomadaires du marchØ des options sur l’indice S&P500,
ils mettent en Øvidence une forte variabilitØ des paramŁtres estimØs ainsi qu’une qualitØ prØvi-
sionnelle trŁs faible pour les modŁles de surfaces les plus complexes, tenant compte du strike et
de l’ØchØance de l’option. La supØrioritØ relative du modŁle ￿ volatilitØ constante par rapport
aux modŁles ￿ volatilitØ dØterministe est l’un des rØsultats surprenant de leur Øtude.
Il semble donc que l’application de modŁles de surfaces sur des volatilitØs implicites intra-
journaliŁres apporte un intØrŒt en terme de prØvision. Le pouvoir prØdictif dØcoulant de l’uti-
lisation de donnØes haute frØquence est Øgalement mis en Øvidence par Andersen, Bollerslev et
Lange [1]. Ceux-ci montrent que dans le cadre d’un modŁle GARCH(1,1), les donnØes horaires
38constituent la meilleure base de prØvision de volatilitØ, comparativement aux donnØes journa-
liŁres, hebdomadaires ou mensuelles.
Une extension aux modŁles proposØs dans cette Øtude consisterait ￿ joindre les modŁles dØtermi-
nistes aux modŁles stochastiques par une surface dont le smile Øvoluerait de maniŁre alØatoire. Il
semble en e￿et que ce paramŁtre varie de maniŁre marquØe sur l’ensemble des modŁles testØs. Les
modŁles de type GARCH ayant mis en Øvidence de bonnes qualitØs prØdictives dans un cadre
haute frØquence seraient susceptibles de modØliser un tel phØnomŁne. Une Øtude comparative
entre les modŁles de surfaces et les modŁles de type GARCH appliquØs aux mŒmes donnØes
haute frØquence constituerait Øgalement une analyse intØressante.
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41Annexe A
Bornes supØrieures de prix d’options
Borne supØrieure du prix d’une option call
Le payo￿ du portefeuille (Tab. A.1) est positif ou nul dans tous les Øtats de la nature. Sa valeur
en t, °b









t FT >K FT =K FT <K
Vente call ¡cb
t K¡FT 0 0










c K>0 K>0 FT >0
Tab. A.1 ￿ Construction du portefeuille d’arbitrage °b
c
Le tableau A.1 prØsente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dØriver la borne supØrieure de prix d’une options call. Le
payo￿ est positif ou nul ; la valeur du portefeuille en t se doit d’Œtre positive ou nulle en l’absence d’opportunitØ d’arbitrage. Le prix FT est
un prix de clotßre au jour T d’ØchØance de l’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que l’ØchØance du future peut Œtre
supØrieure ou Øgale ￿ celle de l’option considØrØe.
L’expression (A.1) dØ￿nit la borne supØrieure du prix d’une option call.
IBorne supØrieure du prix d’une option put
Le payo￿ du portefeuille dØ￿ni dans (Tab. A.2) est positif ou nul dans tous les Øtats de la nature.
Sa valeur en t, °b
p, en l’absence d’opportunitØ d’abitrage implique
°b
p := ¡pb




t FT >K FT =K FT <K
Vente put ¡pb
t 0 0 FT ¡K
DØp￿t de cash e¡r¿K K K K
Total °b
p K>0 K>0 FT >0
Tab. A.2 ￿ Construction du portefeuille d’arbitrage °b
p
Le tableau A.2 prØsente la construction du portefeuille d’arbitrage permettant de dØriver la borne supØrieure de prix d’une options put. Le
payo￿ est positif ou nul ; la valeur du portefeuille en t se doit d’Œtre positive ou nulle en l’absence d’opportunitØ d’abitrage. Le prix FT est
un prix de clotßre au jour T d’ØchØance de l’option ; les prix bid et ask sont donc confondus. On remarque que l’ØchØance du future peut Œtre
supØrieure ou Øgale ￿ celle de l’option considØrØe.
L’expression (A.2) dØ￿nit la borne supØrieure du prix d’une option put.
II